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全 国 高 等 学 校 五 年 制 临床 医学 专业 
第 七 轮 规划 教材 修订 说 明 


全 国 高 等 学 校 五 年 制 临床 医学 专业 卫生 部 规划 教材 从 第 一 轮 编写 出 版 至 今 已 有 30 年 的 
历史 。 几 十 年 来 ， 在 卫生 部 的 领导 和 支持 下 ， 以 裘 法 祖 院士 为 代表 的 一 大 批 有 丰富 临床 和 
教学 经 验 、 有 高 度 责 任 感 的 老 教授 和 医学 教育 家 参与 了 本 套 教材 的 创建 和 每 一 轮 的 修订 工 
作 ， 使 我 国 的 五 年 制 临床 医学 教材 不 断 丰 富 、 完 善 与 更 新 ， 形 成 了 一 套 课程 门类 齐全 、 学 
科 系 统 优 化 、 内 容 衔接 合理 的 规划 教材 。- 本 套 教 材 为 推动 我 国医 学 教育 事业 的 改革 和 发 展 
做 出 了 历史 性 巨大 贡献 。 正 如 老 一 辈 医 学 教育 家 亲切 地 称 这 套 教材 是 中 国医 学 教育 的 “ 干 
细胞 ”教材 ， 由 她 衍生 出 了 八 年 制 和 研究 生 两 套 规划 教材 。 今 天 ， 全 国 一 大 批 在 临床 教 
学 、 科 研 、 医 疗 第 一 线 的 中 青年 教授 、 学 者 继承 和 发 扬 了 老 一 辈 的 优良 传统 ， 积 极 参与 了 
本 套 第 七 轮 教材 的 修订 和 建设 工作 ， 并 借鉴 国内 外 医学 教育 教学 的 经 验 和 成 果 ， 不 断 完善 
和 提升 编写 的 水 平和 质量 ， s um 部 教材 打造 成 了 精品 ， 使 第 七 轮 教材 更 加 成 熟 、 

善 和 新 颖 。 


第 七 轮 教材 的 修订 从 2006 年 5 月 开始 ， 其 修订 和 编写 特点 如 下 ; 


四 在 全 国 广泛 、 深 入 调研 基础 上 ， 总 结 和 汲取 了 前 六 轮 教 材 的 编写 经 验 和 成 果 ， 净 其 
是 对 一 些 不 足 之 处 进行 了 大 量 的 修改 和 完善 ， 并 在 充分 体现 科学 性 、 权 威 性 的 基础 上 ， 更 
考虑 其 全 国 范围 的 代表 性 和 适用 性 。 

@ 依然 坚持 教材 编写 “三 基 、 五 性 、 三 特定 ”的 原则 。 

9 内容 的 深度 和 广度 严格 控制 在 五 年 制 教学 要 求 的 范畴 精练 文字 压缩 字数 ， 以 更 和 
合 广大 五 年 制 院 校 的 要 求 ， 减 轻 学 生 的 负担 。 


@ 在 尽 可 能 不 增加 学 生 负 担 的 前 担 下 ， 提 高 印刷 装帧 质量 ， 根 据 学 科 需 要 ， 部 分 教材 
改 为 双色 印刷 、 彩 色 印 刷 ， 以 提升 教材 的 质量 和 可 读 性 。 


加 适应 教学 改革 的 需求 ， 实 现 教材 的 系列 化 、 立 体 化 建设 ， 本 轮 大 部 分 教材 配 有 《学 
习 指 导 与 习题 集 》、《 实 验 指导 》、《 教 师 用 书 》 以 及 配套 光盘 等 ， 且 与 教材 同期 出 版 。 











第 七 轮 教材 共 52 种 ， 新 增 1 种 ， 即 《急诊 医学 》。 全 大 ,教材 均 为 卫生 部 “十 一 五 ” 规 
划 教 材 ， 绝 大 部 分 为 普通 高 等 教育 “十 一 五 ”国家 级 规划 教材 ， 分 两 批 于 2008 年 出 版 发 
行 。 | t a 
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第 5 版 前 言 


《医用 高 等 数学 》 是 人 民 卫 生出 版 社 推出 的 具备 医学 专业 特色 的 数学 教材 。 经 过 专门 的 
问卷 调查 ， 人 民 卫 生出 版 社 出 版 的 4 医用 高 等 数学 》 目 前 在 基础 、 临 床 、 预 防 、 口 腔 医 学 与 
药学 类 专业 使 用 最 广泛 ， 是 全 国医 学 基础 教育 最 受 教师 与 学 生 欢迎 的 高 等 数学 教材 。 对 
此 ， 编 写 组 谨 向 支持 、 使 用 本 教材 的 师 生 表示 感谢 。 历 经 第 1、2、3、4 版 ， 人 民 卫 生出 
版 社 出 版 的 第 5 版 《医用 高 等 数学 》 密 切 配合 我 国医 学 教育 改革 与 发 展 ， 继 续 保 留 第 4 版 在 
先进 性 、 科 学 性 特别 是 对 我 国医 学 教育 的 适用 性 等 方面 的 优势 外 ， 在 概率 论 基础 部 分 增加 
了 一 些 回 新 而 又 浅显 易 懂 的 医学 应 用 实例 和 系统 的 理论 阐述 ， 这 对 医学 生 进一步 学 习 卫 生 
统计 课程 是 有 很 大 帮助 的 。 

第 5 版 《医用 高 等 数学 》 的 第 一 、 二 、 三 、 四 、 五 、 六 、 七 章 分 别 由 刘 春 扬 、 王 颖 、 何 
RE. 、 张 福 良 、 张 喜 红 、 李 海 、 马 建 忠 修订 ， 最 后 由 我 整合 全 书 。 本 教材 主要 内 容 按 54 
教学 时 数 拟订 ， 加 上 打 * 号 的 部 分 内 容 ， 总 的 教学 时 数 为 72 学 时 。 教 材 中 ， 第 一 章 第 一 
节 函 数 、 第 四 章 第 一 节 的 空间 解析 几何 简介 是 中 学 数学 教学 与 高 等 数学 教学 之 间 的 衔接 部 
分 ， 很 多 学 生 在 高 中 阶段 已 经 学 习 过 ， 教 师 可 以 根据 学 生 情 况 简略 。 

配合 第 5 版 《医用 高 等 数学 》 的 出 版 ， 我 们 编写 组 还 精 编 了 《医用 高 等 数学 学 习 指导 》 
第 2 版 。《 医 用 高 等 数学 学 习 指 导 》 第 2 版 比 上 版 更 加 精练 ， 更 具有 针对 性 ， 是 一 本 很 好 的 
学 习 高 等 数学 的 工具 书 。 另 外 ， 我 们 还 配备 了 教学 多 媒体 光盘 ， 不 仅 便 利于 教师 授课 ， 还 
可 以 提高 学 生 的 学 习 兴趣 ， 增 强 学 生 对 高 等 数学 难点 的 理解 能 力 。 

我 真诚 地 欢迎 使 用 本 教材 的 师 生 们 多 提 宝 贵 意见 ， 对 教材 最 权威 的 评价 在 于 广大 的 教 
师 与 学 生 '1! 
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应 数 是 变量 之 间 相 互联 系 、 相互 制约 关系 的 抽象 表示 ， 是 事物 运动 、 变 化 及 禄 互 影响 
g Эзе ТЕСЕУ TEL НЕШ; Бара заш Г ЖЕБЕП ЗЕ даз, 是 研究 函数 的 重要 方法 .本 
章 内 容 主要 包括 函数 、 极限 和 函数 的 连续 性 等 基本 概念 ， 以 及 它们 的 主要 性 质 
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. 常量 与 变量 

но Е <s ta ЕДЕР ГЕНА. ИПЛЕ, ER, ТАЯ. ВЕ HITS]. 距离 等 其 中 有 
的 量 在 过 程 中 始终 保持 同一 数值 ， 称 为 常量 (constant) ; 有 的 量 在 过 程 中 可 外 不 同 的 数值 ， 
称 为 变量 (variable ) . 

一 个 量 究竟 是 常量 还 是 变量 ， 不 是 绝对 的 ， 要 根据 具体 过 程 和 具体 条 件 来 确定 即使 同一 
个 量 ， 在 某 一 过 程 或 条 件 下 可 以 认为 是 常量 ; 而 在 为 一 过 程 或 条 件 下 就 可 能 是 变量 . 例如 入 的 
身高 ， 在 研究 少儿 发 育成 长 的 过 程 中 是 变量 ， ‚ 而 在 研究 成 人 的 健康 状况 时 通常 是 常量 . 

f 篆 量 也 可 看 作 是 一 一 种 特殊 的 变量 即 在 某 一 过 程 中 ， 该 变量 都 取 相 同 的 数值 . 

2， 函 数 的 概念 f 

定义 1-1 iZ хр y; 年 同一 变化 过 程 中 的 两 个 变量 ， 如 果 对 于 变量 x 的 每 一 个 允许 的 取 值 ， 
变量 y 按照 一 定 的 规律 总 有 一 个 确定 的 值 与 之 对 应 ， 则 称 变 量 y 是 变量 x 的 函数 ( function). 此 
ВУ, 变量 х 称 为 自 变量 (independent variable) , y 又 称 为 因 变 量 fdependent variable) > 记 为 

у =f(z) | 

自 变量 的 所 有 人 允许 值 的 集合 称 为 函数 的 定义 域 (domain of definition). 函数 的 定义 域 
и АН Ба Ж 23228. - АП Ж. хо ERK SC) 定义 域 中 的 一 成 ， - RATEI РА УС х D TE xo ААХ 

© o 对 应 的 因 变 量 的 值 称 为 函数 值 记 为 /(%。)， 有 时 也 记 为 “ y |. 17, Bp 
y и! к= ГСхо): PTA BRUER РАС f(x) ВИВА ( domain of functional value). 

对 应 规律 和 年 义 域 是 函数 概念 中 的 两 大 要 素 :， 两 企 函 数 只 有 当 它 们 的 对 应 规律 和 定义 
域 都 完全 相同 时 ， 才 认为 是 两 个 相同 的 函数 . 函数 的 定义 中 ， 对 应 规律 是 用 记号 f( ) 表 示 ` 
的 ， 它 具 有 广泛 的 含义 ， 其 表达 方式 通 党 有 公式 法 、 图 像 法 和 表格 法 ; ,函数 的 定义 域 在 实 
际 中 是 由 问题 的 实际 意义 确定 的 ， 在 不 考虑 函数 的 实际 意义 时 ， T 





是 使 函数 的 解析 表达 式 有 意义 的 一 切实 数 所 构成 的 数 集 . сл. 7 
例 1-1 在 出 生 后 1 ~6 个 月 期 间 内 ,正常 婴儿 的 体重 近似 3, 
满足 以 下 关系 式 ; и 7 а 
ye3 O. бх 


AFP, * 表 示 婴 儿 的 月 龄 ;是 自 变 量 ; у кН aR (ЕЛ), Ж 
х НОРА. 函数 的 定义 域 为 [1,6,]j. 这 是 公式 法 表达 的 函数 关系 . 
各 不 考虑 该 问题 的 实际 意义 ， Ра ЯС у(х ) =3 + O. 6х нола ХАА 
(=œ, +o)? боз рс А ; 
191-2 шиа ааз тна 一 段 时 间 内 体温 7 的 变化 .. 
曲线 ， 如 图 1-1 所 示 、 对 于 这 段 时 间 的 任意 时 刻 守 都 能 读 出 患者 ” ‘x Bide 





io t 





体温 7 的 值 ， 即 患者 体温 了 是 时 间 : 的 一 个 函数 T= ТС). x НУРЕ о RAAR. 
如 果 记 录 的 是 静 臣 在 床上 健康 人 的 体温 了 =37% ， 它 仍然 是 :的 函数 ， 此 时 无 论 : 取 何 值 ， 
T 的 取 值 总 是 37%C ， 反 映 在 图 像 上 则 是 平行 于 + 轴 的 直线 . 

例 1-3 ” 某 地 区 统计 了 某 年 1 ~ 12 月 中 当地 流行 性 出 血 热 的 发 病 率 ， 见 表 1-1， 可 以 看 
出 ， 对 每 一 个 月 份 :， 都 有 一 个 发 病 率 ;y 与 之 对 应 ，y 是 :的 函数 ， 其 定义 域 为 1 ~12 月 ， 
对 应 规律 则 由 表 1-1 所 示 ， 这 是 用 表格 法 表达 的 函数 关系 ， . 


(月 份 ) 1 2 3 .4 5 , ` 6 -7 ` 8 9 10 11 12 


t 


у(%о) 16. 6 8.3 7.1 65 70 10.0 2.5 3.5: 5.7 10.0 17.1 7.0 
一 一 -一 一” 010025 35 57 10 171 70. 
二 、 初 等 函数 - 

1. 基本 初等 函数 
中 学 里 所 学 过 的 五 类 函数 ; Е 
ЖЕЕ у= (a 为 任意 实数 ) ， 
指数 函数 у=а(а>0,ат1), 

XJ ЖО РЕ #1 ý =log,x(a >0， al), 

=A RA y = sinx, y ='cosx、 y= tanx, У = cotx 等 ， 
反 三 角 函 数 у =arcsinx, у = arccosx 、 у = агссош 等 ， 

вл 负数 函数 y = C( C 为 常数 ) ， 统称 为 基本 初等 函数 basic elementary function ) . 

| . 复合 函数 - 
та 设 变量 у 是 变量 и 的 函数 ， а и ал х ` 函 数 ， 即 I 
| 7А y=f(u), u = ф(х). 
如 果 变 量 > 的 某 些 值 通 过 变量 u 可 以 确定 变量 y 的 值 ， ДК у 是 x A J £S +: iB W ( compound 
function), ， 记 为 





t 


у= [e(x)] ' 
变量 и 称 为 中 间 变 量 . 复合 函数 概念 可 以 推广 到 多 个 函数 构成 情况 ， 此 时 本数 是 通过 多 个 
中 间 变 量 的 传递 而 形成 的 . 
Hl 1-4  - 试 通过 'y =1дц ` u =“гсіапо, р=х.+1, оён у 关于 ix 的 复合 函数 . 
解 y =]gu, u = arctany y = x i+ 1. Шу 关于 x 的 复合 函数 是 у =lgarctan(x +1), Ж т 
义 域 为 ( —1,+). 四 


11-5 (х) =, g(x) = 试 求 : f Га(х)]. f C) Т. gLf (x)] elg(x)]. 
解 Саба) ] - [rz z) > FISO] =G): =a, 


t 


x2 — x x 
е0) = ele(a) -一 а 1-25 

















1 — х 
AE H 984" BS 8832 A T RA BB 82 ELY A AE., 则 此 复合 函数 无 意义 (或 称 它们 不 
能 复合 ). 例如 ， 由 y=arcsinu, и =2 +x. 复合 而 成 的 函数 了 = arcsin(2 +х°)[ 2 + x2 >1, 
其 定义 域 为 空 集 ， 即 函数 агсзіп(2 Hx ) 无意 多 : Р 
以 上 是 将 多 个 函数 “合成 ” 为 一 个 表达 式 而 在 后 面 的 很 多 计算 问题 中 往往 需要 把 
复合 函数 的 中 间 变 量 找 出 来 ， 把 它 “ 分 解 ” AE T AEA ISE R sk stri 它们 通过 四 则 运算 
而 得 到 的 简单 函数 形式 ， 以 便于 利用 公式 进行 计算 бор Ор ' 








例 1-6 FIREA RAA ¿yf УШР: ， т ~ 
(1) y=asin( bx +c). 


а. 
(2) Уу әк . f 
(3) y=lg(1 + v1 + cos2x). | ü 
f4 (1) y=asin( bx +c) 可 以 看 成 是 由 у =asinu # u = bx + c 复合 而 成 的 : 


(2) у= ТШЕН у=, и +27, = kx 复合 而 成 的 





(3) y=lg(1 + V1 +cosix) 可 以 看 成 是 由 у=] и, u=l+/ v=1+w ш =созх 复合 而 成 的 .* 

3. 初等 函数 

定义 1-3 由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 以 及 函数 复合 所 得 到 的 仅 上 用 一 个 解析 
式 表 达 的 郴 数 ， 称 为 初等 函数 (elementary function). 


| оочу а ОИ x` . | 
例如 ，y = Е, у = ztanx + sin(1 — e) 等 都 是 初等 函数 


=, JRE  、 


有 些 函 数 ， 对 于 其 定义 域内 自 变量 x 不 同 的 值 ， 不 

能 用 一 个 统一 的 解析 式 表 示 ; 而 要 用 两 个 或 两 个 以 上 的 

式 子 表 示 ， 这 类 函数 称 为 分 段 函 数 (piecewise fuic- 
tion). 分 段 函 数 在 实际 医学 问题 中 也 是 常见 的 . 

例 1-7 设 某 药物 的 每 天 剂量 为 y CR: :mg) ， 对 于 

16 岁 以 上 的 成 年 人 用 药剂 量 是 一 常数 ， 设 为 2mg， 而 对 于 

”16 岁 以 下 的 未 成 年 人 ， 则 每 天 的 用 药剂 量 у 正比 于 年 龄 x， — 891-2, 

比例 常数 为 0 125mg/ 岁 ， 其 函数 关系 (图 1-2) 为 ， | 

y= N 125x, 0 <x <16; 

. 2, x=16. 

这 里 ， 用 药剂 量 y 是 年 龄 x 的 函数 ， 但 其 函数 关系 是 用 两 个 解析 式 表示 的 ， 

应 该 注意 的 是 ， 分 段 函 数 是 一 个 函数 ， 而 不 是 两 个 或 几 个 函数 ， 求 分 段 函数 的 函数 值 

“ 时， 不同 范围 内 的 自 变量 的 值 要 代入 相应 范围 内 的 函数 表达 式 进 行 运算 .分 段 函数 一 般 不 

属于 初等 函数 ， 不 过 ， 在 不 同 段 内 的 表达 式 ， 通常 由 初等 函数 表示 












‚ , х, x < 一 工 ; 
11-8 f(x) =тах}|х. у=” ISES, | 
x, О=х=1; ` 
x, 1 < x. 
RSC -—2)., /( -0.5)、 /(0). /(1.2)- 
解 f( -2) =( -2)?=4， ` 
及 -0.5) = —( -0.5) =0.5, 
0.5) =0.5, | аа 
1.2) =1. 2? =1.44. - л зл 
Pg. РИЙ НУ UA) IE 
1. 有 界 性 


设 函 数 疙 x) 在 区 间 (a,0 内 有 定义 ， 如 果 存 在 一 个 正 数 M, 德 对 所 有 的 x (а,Ь), 1E 








有 |f(x)| sM, ПКР (х) Ela, b) PEAR; WERE EIER M， 则 称 f(x) 
在 (a,b) 内 是 无 界 的 . 


例如 : sins 在 ( -% ,+ % ) 内 是 有 界 的 ; у = 二 在 (1, + % ) 内 是 有 界 的 ， 但 在 (0,1) 内 


是 无 界 的 . 

2. 单调 性 

х; ж, ERSA) 的 定义 区 间 (@， b) 内 的 任意 两 点 ， E a Sn WI < f(x;), 
ШК (х) (а,Ь) AERE; Ea) >/(х,), ШК (х) ХЕ (а,Ь) 内 是 单调 递 
减 的 . | 

例如 : 2' 在 (- ,+o) 内 是 单调 递增 的 ; х 在 ( - o ,0) 内 是 单调 递减 的 ， 而 在 
(0, + о ) 内 是 单调 递增 的 . 志 


3. 奇偶 性 i 
如 采 对 于 函数 fx) 定义 域内 的 任意 点 x, EA f -A =Z), ШЖК (z) RRR; 如 
RIFF RRS) ХЕ Ж БЁР ВОДЕ х, AA -x) = -/(х), ШЖК /Сх) 为 奇 函数 . 偶 函 数 


的 图 像 是 关于 у 轴 对 称 的 ， 而 奇 函 数 的 图 像 是 关于 坐标 原点 对 称 的 . 

БИШ: < - Зх, 2°+27*, ртт ПВ РАЖ; sinx、x +20, 2" -2 -都 是 奇 函 数 . 

4. 周期 性 

XF TPS f(x), 如 果 存 在 正 的 常数 T Д; ава) ябы + Т) ERN MIRK о») 25891 
晒 数 ， 满 足 这 个 等 式 的 最 小 正 数 7， 称 为 函数 的 周期 。 

例如 : sinx, cosx 都 是 周期 函数 ， 周 期 为 2 





ш 1. 判断 下 列 各 组 中 的 函数 是 否 为 相同 的 函数 : 
(1) f(x) = /Z 5 g(x) =x; (2) Да) =V 5 gla) =x; 





(3) Дх) = (4) Дх) =10® 5 а(х) =x; 





(5) flx) = cos”x +sin x 5 g(x) =1; (6) f(x) = агсѕіпх 5 g(x) = - arecosx; 


(7) у =1ап(х+1) 5 и=їап(ъ +1). 


Ш 2. 设 /(*) 是 奇 函 数 ，g(x) 是 偶 函 数 ， 考 察 下 列 函 数 的 奇偶 性 ; 
(1) /lx) ex); (2) fleta); (3) f L/(z) 1. 
з. 下 列 函数 中 哪些 是 奇 函 数 ? 哪些 是 偶 函 数 ? 哪些 是 非 奇 非 个 函数 ? 
(1) Дх) = +|sine |; (2) Да) =(2°+27°)совзл; (3) Ля) =aretan(einz). 
4. 指出 下 列 各 函数 中 哪些 是 周期 函数 ， 并 指出 其 周期 . 






(1) y=arctan(tanx); (2) y=sin7Z x+cosTx; (3) y= sin —; (4) у=1 + соѕ2х. 
i 
第 二 节 极 R 


一 、 极 限 的 概念 | w: 
在 研究 实际 问题 时 ， 除了 THA 关 函 数 在 变化 过 程 中 如 何 取 值 之 外 ， 往往 我 们 还 需要 











弄 浓 楚 : 当 自 变量 按 一 定 的 趋势 变化 时 ， 靖 数 的 变化 趋 努 如 何 。 这 就 是 极限 (limit) 概念 所 
要 描述 和 解答 的 问题 . 

对 于 水 数 y =f(x)， 自 变量 x 的 变化 趋势 有 两 种 情形 : 一 种 是 自 变量 х 的 绝对 值 无 限 
增 大 ( 记 为 хоо ) ; 另 一 种 是 自 变 量 的 值 无 限 趋 近 于 茶 一 定 值 х, (іс хохо). 下 面 我 们 
分 别 考察 这 两 种 情况 下 函数 y=f(x) 的 变化 趋势 . 

1. x—% N ACRO TEI 


考察 函数 Kx) =}, 24 ao 时 的 变化 趋势 、 由 表 12 可 看 出 ， 无 论 * 是 取 正 值 并 无 
IRK OEE s> +o), EETA акани жан ЕА), у(х) = 1. 
的 变化 趋势 都 是 无 限 趋 近 于 0. 








表 12 
x +l +10. і +100 + 1000 -+ 10000 + 100000 ie — 
f(x) +1 +0. 1 +0. 01 + 0. 001 + 0. 0001 - +0. 00001 . "з —0 





从 图 13 也 可 看 出 ， 当 | x | 无 限 增 大 时 ， 函 数 y = E. 
的 图 像 无 限 地 接近 于 x 轴 ， 即 以 直线 y =0 为 渐 近 线 ， 由 此 
пу DL. 0 是 函数 у = = 一 当 x— 时 无 限 接近 的 一 个 常数 . 


定义 1-4 MAER a 的 绝对 值 无 限 增 大 时 ， 如 果 
ERSO) 无 限 趋 近 于 一 个 常数 4， 就 称 当 * 趋 于 无 穷 大 
H, RÆSA) AA Сааи А), їс 

а limfa) =4 或 f(x) 一 A(x 一 % ). 


对 于 函数 妃 z) = 1-04 оо В, /(x)—0, Bl linf(x) = 





lim- =0. 如 果 当 | х | 无 限 增 大 时 ， 函 数 /L(x) 不 趋 于 某 一 个 513 


ЖЖ, ERT, RAIMP eot, f(x) 的 极限 不 存在 (或 称 为 
发 散 )， 例 如 函数 y = sinx ЖП у =а?, 24 хоо 时 极限 都 不 存在 ， 前 者 在 * 一 co 时 函数 值 始终 在 -1 与 
1 之 间 波 动 ; 后 者 当 * 一 "ce 时 ， 函 数值 是 无 限 增 大 的 .对 于 后 一 种 情形 ， 我 们 也 常 记 为 
im x° = оо 或 x 一 "co (х—>оо ). 
若 仅 当 自 变量 x 的 变化 沿 x 轴 正 方向 无 限 增 大 (或 沿 x 轴 负 方向 绝对 值 无 限 增 大 ) 时 ， 
函数 f(x) 无 限 趋 近 于 一 个 常数 4， 则 称 4 为 函数 (x) 的 单 侧 极 限 ， 记 为 
Шт f(x) =А(8 limf(x) =A). 
例如 ， 对 于 函数 f(x) =arctanx， 当 x 一 +w 时 , f(x); 当 x 一 -ww 时 , f(x) 


| 
NJA 
= 


lim arctanx = л lim arctanx = – 2 
X— + Š 


2 х=» — 9 了 


L 


2. хх, ни 
考察 函数 /xz) =-—, MARRA x 轴 上 * = 1 的 左右 趋 近 于 1( 记 为 ,1) 时 ， 函 数 


f(x) = 二 的 变化 趋势 见 表 1-3. 











表 13 





х 0.5 0.7 0.9 0. 99 0. 999 ... >l 
fx) -2 1. 492 1.11 1.010 1.001 ... —1 

x 15 L2 Ll 1.01 1.001 ... —1 ` 
Кх) 0. 667 0. 833 0. 909 0. 990 0. 999 e 1 


由 表 1-3 可 网， 当 x 一 1， 不 论 是 从 右边 还 是 从 左边 趋 近 于 1, ЮК О) 都 趋 近 于 1, 
可 见 1 是 当 自 变量 x 一 1 BES f(x) = 二 无 限 接近 的 常数 , 


在 极限 定义 的 过 程 中 ， 邻 域 是 常用 的 一 个 概念 ， 设 m 是 某 一 定点 ， 8 是 大 于 零 的 菜 实 
数 ， 开 区 间 (x。 -5,xo +5) 称 为 点 和 的 6 邻 域 ， 点 х 称 为 邻 域 的 中 心 ，5 称 为 邻 域 的 半径 . 
ЖУ 1-5 RRASA) ТЕЛА x, 的 某 邻 域内 有 定义 (点 各 可 以 除外 ) ， 当 自 变 量 * 以 任 
意 方式 无 限 趋 近 于 定点 x IF, ЖЕРЕ (x) 无 限 趋 近 于 一 个 常数 4， 就 称 当 x 趋 近 于 xo 时 ， 
函数 f(x) 以 4 为 极限 (或 收 伍 于 A) ， 记 为 
limf(x) =A 8 f(z)—A(—) 


а "i. L L 


”由 此 ， 当 x 一 1 B, f(x) =+, BI lim 一 =1. WIR х—›х, 时 ， AORE 


则 称 当 х—эх, 时, Kx) 的 极限 不 存在 (或 称 为 发 散 )， 例 如 当 >x 一 0 时 ， Z> sin 六 的 极限 都 不 
FE. 显然， 前 者 趋 于 无 穷 大 ， 而 后 者 在 -1 与 1 之 间 波 动 . 对 于 前 者 ， RINER ITA 
lim 1 = со 或 上 oo (х—0). 


х-0 Ж 
EEREN p, FATE x 趋 近 于 定点 xo， 仅 限于 x <x (=k x >x), ВПЛ х 的 左 侧 
(或 从 xo 的 右 侧 ) 趋 近 于 x HT, ВАХ) ТРА, ДА 就 称 为 函数 f(x) 当 x 一 >xs 
时 的 左 极 限 ( 或 右 极 限 ) ， 记 为 
lim f(x) =А ў f(x) = 


2—0 


С а/к) = À аў f(x) =A). 
显然 ， 当 x 一 wo 时 ， РАЖ f(x) 的 极限 存 在 的 必要 充分 条 件 是 左 、 厂 极限 都 存 在 并 且 相等 


х +1 x < 0 
例 1-9 讨论 函数 了 (x) -| ` x=0 当 x_0 时 的 极限 . 
х-1 x>0 
解 REDREX, Кх) TE x =0 处 的 左 、 右 极限 分 别 为 : 
іту (х) = lim (x +1) =1; | | : E 
пуа) = lim (x-1) = -1. 
由 于 左 极限 不 等 于 右 极 限 ， 所 以 当 x 一 0 BF, РЕЖ /(х) 的 极限 不 存在 (图 1-4). 


x+1 x<0 
若 考 察 西 数 /(*) = | + С M x =0 时 的 极限 (图 1-5) , 由 于 


limf(x) = lim (x +1) =1; 
limf(x) = lim(1 — x) =1. 
左右 极限 相等 ， 因 此 д0 时 , Ax%) 的 极限 存在 且 limf(x) = 1. 


3. 数列 的 极限 





1-4 | 1-5 


数列 ( sequence of numbers ) 是 按 顺序 依次 排列 的 一 串 数 : ; 


3 
а ‚2, s C3 atl PE e "` 


数列 中 每 一 个 数 称 为 数列 的 项 ， 其 中 а, 称 为 第 n 项 ， 也 称 为 数列 的 通 项 (general 
term)， 数 列 可 简 记 为 1a,1， 以 下 给 出 几 个 数列 的 例子 ; 


а) [S -1, 


п 1 2 
(2) [ah 2?3? 
(3) {2п|: 2,4,6,8,; 


(4) = 0,1,0,1,.…. 


数列 实际 上 就 是 定义 在 自然 数 集 上 的 函数 : (п) =a,， 因 此 ， 考 察 当 n ЭСЕРИ ЖЖ 
列 的 变化 趋势 ， 即 数列 的 极限 时 ， 可 类 比 函 数 /(x) 当 自 变量 x 一 + % 时 的 情形 ， 由 此 ， 数 
列 а, | 的 极限 可 描述 为 ， 当 n 无 限 增 大 时 ， 若 а, 无 限 趋 近 于 一 个 常数 4， 则 称 当 n 趋 于 无 
穷 大 时 ，a, ША 为 极限 (或 收敛 于 4)， 记 为 





lima, = А 或 a,—A(n— ee ). 


n— 90 


例如 ， 对 于 上 面 的 4 个 数列 ，(1)、(2) 的 极限 存在: 
200-1)" 
lim =0; 


n— e п, L 








. n N 
| т N 
而 (3)、(4) 的 极限 不 存在 . 对 于 (3) 可 记 为 


lim2n = + о. 


д. 判别 极限 存在 的 法 则 — | 
д] 1 (EEN) 和 若 在 同一 极限 过 程 中 ， 三 个 函数 A(x)、Rxz) 及 Ps) 之 间 有 如 下 
关系 : | | 


f(x) Sfx) Sfl) 
H limf, (x) = limf} (x) =A, 
则 | lim/( x) = A. 


”法 则 2 (单调 有 界 法 则 ) “单调 有 界 数列 一 定 有 极限 ， 即 对 la,} 而 言 ， 若 有 ара, Pa, … 
(递减 ) 或 w Sa, Sa ORI), Н п, A =М( 5%), ， 则 ta,} 必 有 极限 ， 
法 则 2 对 函数 极限 也 是 有 效 的 . 








а, 








二 、 无 穷 小 量 及 其 性 质 


1. 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 
定义 1-6 如 果 


limf(x) =0( 或 linf(%) =0), 

ШЖК РЕС f( x) 24 rcr (В хоо ) 时 的 无 穷 小 量 ， 简 称 无 穷 小 (infinitesimal ) . 

定义 1-7 WPM хх ( BË x— o ) 时 | (х) | 可 无 限 增 大 ， 则 称 fO x) E хл, ( SË 
x 一 % ) 时 的 无 穷 大 量 ， 简 称 无 穷 大 (infinity). 记 为 

limf x) = оо (或 lim/( x) =% ). 

注意 ;无 论 是 无 穷 小 还 是 无 穷 大 ， 它 们 都 是 相应 于 某 一 一 变化 过 程 而 言 的 例如 ， x 
时 ， 一 是 无 穷 小 ; D z—0 时 ， 二 是 无 穷 大 ; MM z—1 时 ， 寺 既 不 是 无 穷 小 也 不 是 无 穷 大 另 
外 ， 它 们 都 是 变量 ， 任 何 很 小 的 常数 ( 零 除外 ) 或 任何 很 大 的 常数 都 不 能 称 为 无 穷 小 或 无 穷 大 . 


由 定义 容易 看 出 ， 在 自 变量 的 同一 变化 过 程 中 ， £ (= ) 是 无 穷 大 ， 则 元 是 无 穷 小 ; 


- 


FZ, ES) ERANA) +0, uj 是 无 穷 大 . 


ЕУ 

2. 无 穷 小 定理 及 性 质 

定理 1-1 lim/(x) =A 成 立 的 必要 充分 条 件 是 lim[ f(x) -а] = 

这 里 的 “limf(x)” 是 指 某 一 变化 过 程 ， 定 理 1-1 指 MASAS йин лнй Ж, 
即 : ФРА х) 以 4 RRR, ДРА f(x) — A 是 无 穷 小 ; 反之 ,车 f(x) -4 是 无 穷 小 ， 则 
Хх) ЕА 为 极限 因此， 我 们 通常 也 可 将 limf(x) =4 表达 为 

f(x) = А +a( lima =0). 
性 质 1-1 .有限 个 无 穷 小 的 代数 和 或 乘积 仍 是 无 穷 小 . 


Ер. #7 пто, =0(1=1,2,:-:,п), Й] lim > а; =0, lm Е; а; = 0. 
i= {=} 


性 质 1-2 ”有 界 变量 或 常数 与 无 穷 小 的 乘积 是 无 穷 小 . 
Вр. ж х) | <M, lime =0, Mij imax) =0. 


[11-10 说明 当 x 一 1 时， 一 +2 一 3 
a a 时 ) ， 是 无 穷 小 ， 由 定理 1-1， 便 有 
(22) -3 


{| 1-11 фп 


х1 — 


解 ” 因 lim(% -1) =0， 由 无 穷 小 与 无 穷 大 的 关系 可 知 ， 








lim 
х—1 X — 


= o 


11-12 Жі sinx 
解 因为 | sinx | $1, BI sinx 是 有 界 变量 ， 而 当 x 一 w ， 二 是 无 穷 小 ， 由 性 质 1-2 可 


Ят. Se 也 是 无 穷 小 ， 即 











sinx. _ О | ' 


lim 
x— x x 


例 1-13 证 明 limsinx =0, limcosx =1. 
ИЕ ”因为 对 任何 实数 x， 有 0 = | sinx: | = | х 





О= | cosx -1 | = 








而 х 是 无 穷 小 ， 由 夹 通 法 则 及 定理 1-1. ТЕЛИ 1-1、 人 性 质 1-2 可 知 : 
limsinx =0, limcosx = 1, 
3. 无 穷 小 的 比较 与 阶 
在 同一 个 变化 过 程 中 的 两 个 无 穷 小 ， 音 然 都 趋 于 零 ， 但 它们 趋 于 零 的 快慢 程度 却 可 能 
有 所 不 同 . 比较 两 个 无 穷 小 这 种 差异 的 方法 ， 是 看 这 两 个 无 穷 小 的 比值 在 这 一 极限 过 程 中 
的 变化 趋势 如 何 ， 例如 ， 当 x 一 0 时 ， 


. Í . 
2 XSIH 
x 25 x 
—. —. x. 


都 是 两 个 无 穷 小 之 比 ， 它 们 的 极限 分 别 是 : 0、2、w 、 不 存在 (但 有 界 ). 
为 此 ， 我 们 对 无 穷 小 比值 的 情况 作 如 下 定义 ， 并 用 无 穷 小 的 阶 来 表达 其 趋 于 零 的 快慢 程度 
定义 1-8 фо =a(z)、B=B(x) 是 同一 变化 过 程 中 的 无 穷 小 ， 且 а 20. 


(1) 如 果 lim Е =0, MH# В 是 相对 于 a 的 较 高 阶 无 穷 小 ; 


(2) 如 果 lim £ ==, WIER 8 是 相对 于 a 的 较 低 阶 无 穷 小 ; 





(3) 如 果 lim Е =C=0, ШВ 与 a 是 同 阶 无 穷 小 ， 特 别 地 ， 当 C=1 时 , 称 B6 与 a 
是 等 价 无 穷 小 ， 记 为 w ~ В. 

此 外 ， 若 * 是 一 无 穷 小 ， 而 无 穷 小 Kx) 与 x*(k>0) 同 阶 ， 就 称 f(x) 是 相对 于 x B k Ev 
无 穷 小 ， 


三 、 极 限 的 四 则 运算 


定理 1-2 在 limfx)=4，limnCxy = В, W 

(1) lim[ f(x) +g(x)] =limf(x) +limg(x) =A + B 

(2) Ш (х) (х) ] =lim/(x)limg(x) = АВ, 
特别 地 limkf(x) = klimf( x) (k Idi ; 

(3) 3 В»0, lim 502. = lim/(x) _ 


g(x) limg(x) 

证 ”极限 式 (1)、 2). (3) 的 证 法 相同 ， 这 里 以 (2) 为 例 加 以 证 明 . 

由 定理 1-1， Na) =А+е(х), g(x) =B+B(x)， 且 a(x)、B(x) 都 是 无 穷 小 ， 因 
为 f(x)g(x) -AB=[A+a(x)][B+B(x)] -AB=AB(x) + Ва(х) +а(х)В(х) 

而 4B(x)、Bal(x)、al(x)B(x) 都 是 无 穷 小 ， 其 和 也 是 无 穷 小 ， 故 f(x)g(x) - АВ 是 无 
穷 小 ， 所 以 

lim[ f(x)g(x)] = АВ. | | 

定理 1-2 中 的 (1)、(2) 都 可 推广 到 有 限 多 个 函数 时 的 情形 ， 因 此 ， 容 易 得 到 当 n 为 正 

数 时 ，limx" = 邓 ， 对 于 更 一般 的 情形 ， 如 果 函 数 (a 是 任意 的 实数 ) 在 <, 有 定义 ， 则 


limx° = xç 


х0 





10 





也 成 立 ， 这 可 应 用 下 一 节 中 初等 函数 的 连续 性 也 以 证 明 . 
例 1-14 Ж lim = 
-2 x — 1 


解 ” 当 x 一 2 时 ,分 母 的 极限 不 为 零 ， 可 利用 商 的 极限 法 则 ， 故 有 





ima а 
хә2 x° — 1 limCx — 1) 3 
B) 1-15 R lim s= 
ЯЕ ”这 里 分 母 的 极限 lim (x° -1) =0， 故 不 能 利用 商 的 极限 法 则 来 对 分 子 、 分 母 分 别 
求 极 限 ， 因 x 一 1 而 x 关 1， 所 以 
lim 之 一 (x-1) 1 1 


— =т= lim 一 一 = 二 


x x — 1] х—+1 (x—1)(x+1) lim x, + 1 2 





#11-16 R lim ZŁ. 
хе д — ] 


解 ” 当 > 一 ce 时 ， 分 子 、 分 母 的 极限 都 不 存在 ， 利 用 无 穷 大 与 无 穷 小 的 关系 ， 








1 1 1 1 
——— lim— -lim — 
. x ix х=» Xx хо д О 
lim = lim =— —— 0 
t— > x — xXx— 66 1 1 1 
1 ~ 一 - 1 — lim — 
x х0 x 


011-17 R lim Íyl+x-2 ' 


解 ” 因 分 子 、 分 母 分 别 的 极限 都 为 零 ， 不 能 用 商 的 极限 法 则 ， 这 里 先 将 分 子 有 理化 后 
再 来 求 极限 . 


、 мМ1+х—2_,. (у1+х-2) (01 +x+2) _,. x 一 3 
lim —— = lim = lim 一 - 
з x3 =з (x-3)( /1 +x+2) — (x—3)( 1 +x +2) 
. 1 1 
= lim ———— = 


=з /l+x+2 4 
011-18 Ж lm x( yx? +2 х). 


解 这 里 不 能 直接 用 乘积 的 极限 法 则 ， 先 通过 有 理化 变形 后 ， mrem - 
limx( +2 — x) = li х( уа? +2004 Мх +2 +x) _ 2 x 
mora (vE + х) _ ма? +2 + x An ма 十 2 +x 
2 


= lim ———— —.= 1. 
ji +241 
x 
四 、 两 个 重要 极限 


sinx 





1. lim =] 
x—Ü 


作 单 位 贺 (04 = 1), É ZAOB =*( 弧 度 ) ， 过 4 ЕВ 
切线 与 ОВ 的 延长 线 交 于 P， 过 B 作 OA RERIT C( 图 
1-6). 从 图 形 可 看 出 ， 作 04B 的 面积 < 6 ОАВ 的 面积 
< 从 04P 的 面积 ， 再 由 ОА =1, АР = tanx ， 


. x 1 
—sinx < — < —tanx. 





2 2 2 
Щ0<х< ЖЕ, EREADERS sin, 得 图 1.6 








x 1] 








siny cosx 


' sinx 
Ep cosy < — < |. 
x 


+ 


由 lim cosx = 1 533891], A 




















lim =] 
= х—=0 + x 
当 x<0 时 ，-*>0 时 ， 所 以 
lim sinx _ li sin( —x) 1 
х0 一 x -х—=0 + -x ` 
综合 便 可 得 到 
lim > =1. 
х—+0 Х 
911-19 >F limxsin L 
x— a x 
解 &х=-—, Шао, 10, FE 
limxsin 1 = lim ЁЁ = 1. 
x— x t—0 t 
Ф] 1-20 R lim 5102", 
х—0 SINNX 
-Ñ 
解 lim” ру T sinmx _nx _ _ т |. sin lim _ т. 
х0 sinnxy 2-0 п тх Sinr n — тх хе) Sinnx п 
5j 1-21 3R lim 16985 
x=) x 
“2 Ж ‚2 x ‚ x 
. l -—cosx .. 2sin . 2sin 2 1 |" 2 1 
解 lim —— n =lim 一 一 一 =lm 一 一 全 = 一 lim = —. 
x—Ü x х) x х) x 2 x—0 x 2 
4[2) 2 


2, lim[1 +7) -e 


x 


+ 


这 一 极限 可 用 单调 有 界 法 则 证 明 ( 证 明 略 ) е 是 一 个 无 理 数 ， 取 小 数 点 后 5 位 的 近似 
值 是 e =2. 71828. 


511-22 R lim(1 +<) т, 


解 Ssst, що 50) HF, гэ, 


. L _. ly 
lim(1 +x)* = lim( 1 +] = e. 
х—=0 i— 的 t 
3х 


011-23 Ж lim Í 1 – =) 


X— 00 


例 1-24 Ж lim( г) 
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解 lim( 7 


x— 50 


以 e 为 底 的 对 数 称 为 自然 对 数 (natural lofarithm ) ， 今 后 记 log, X In, lns 是 非常 重要 









1. 在 liny{*) =A 中 , x EAR x? fla) EBREA? 
ш 2 无 穷 小 量 是 否 是 0? 0 是 否 是 无 穷 小 量 ? 
Ë 3. 4 x0 BF, 1 -cosx 是 x 的 几 阶 无 穷 小 ? 


-1 lim(x-1) 





Ш 5. 无 穷 小 可 通过 它们 比值 的 极限 来 比较 其 趋 于 零 的 快慢 程度 ， 无 穷 大 是 否 也 可 类 似 地 比较 它们 趋 于 无 穷 的 
快慢 程度 呢 ? 
[1 6. 当 % 一 % Bf, f(x) =x cosx 是 无 穷 大 量 吗 ? 它 有 界 吗 ? 


. Хр FX, 十 区 
1 7. # Пах, =1, ÜU Ша —— =? 








第 三 节 ”函数 的 连续 性 


现实 址 界 中 很 多 变量 的 变化 都 是 连续 不 断 的 ， 例 如 气温 的 升降 : 生物 的 生长 、 血 液 的 
流动 等 ， 都 是 连续 地 变化 着 的 ， 这 种 现象 反映 在 数学 上 就 是 函数 的 连续 性 . 


、 落 数 连续 的 概念 


1. 函数 的 增 量 | | 

自然 现象 中 连续 变动 的 量 ， 用 函数 来 描述 时 都 有 这 样 一 个 特点 : 当 自 变量 的 值 改 变 非 
常 小 时 ， 相 应 的 函数 值 的 改变 也 非常 小 ， 例 如 ， 胎 儿 的 体重 是 孕育 时 间 的 函数 ， 在 很 短 的 
时 间 内 ， 胎 儿 体 重 的 变化 是 很 小 的 ， 为 此 ， 引 进 函 数 的 增 量 的 概念 . 

为 便于 研究 函数 y=f(x) 在 点 хо 附近 的 变化 情况 ， 把 点 xo 附近 的 点 x 记 为 x。+ Ах, jx 
时 Ax = x — x; 称 为 自 变量 由 х, 变 到 x = x, + Ax 的 增 量 (increment) (或 称 改 变量 )， 当 自 变 
Жл 由 xo 变 到 xo + Ах ВТ, ВИНЕН (х) Ж] (х + Ах). ЖАК (хо + Ах) — f( xo ) 25 ВА 
数 y=f(x) 在 点 ху 处 的 增 量 (或 称 改 变量 ) ， 记 为 

Ay =f(xo + Ах) —f(xo). 


ы 


2. 函数 连续 性 的 定义 

有 了 增 量 的 概念 ， 我 们 便 可 用 自 变 量 的 增 量 Ax 
БЮ АЗЕ Е x 处 的 改变 情况 ， 用 函数 的 增 量 Ay Z 
映 相应 函数 值 的 改变 情况 (图 1-7). /(%+Ах 

定义 1-9 BRŽ y=f(x) Е x, 及 其 附近 有 定 
义 ， 当 目 变 量 x Ex 处 有 一 个 增 量 Ax ШЇ, AAOH J(xo) 
有 一 个 增 量 Ay а . 

Ay = x, + Ax) — (х) 

27 limAy =0 (1-1) 817 














ШЖК РЕК f(x) ТЕ д, xo 处 连续 ，xo PA f(x) 的 连续 点 (continuity point). 

由 Ах = х –- х, 24 Ax 一 0， 有 x 一 xo， 上述 定 义 中 的 极限 可 改写 为 

lim[ А x) - х) 1 =0 

Bp | lim/( x) = f( xo) (1-2) 

ЕК, РЕЖЕ x, 处 连续 的 定义 也 可 用 这 一 极限 式 来 表示 . Ш ГЛЕ y = f( x) ТЕ х, 
处 连续 的 必要 充分 条 件 是 : (D(x) 在 xo 处 有 定义 ; у(х) ТЕ xo 的 极限 存在 ; O/a) TE x 
的 极限 值 等 于 f(x) 在 x, ВОРА. 

АП Я<РЕ x) ТЕ xo 处 的 左 极限 limf(x) =f(xo) , TIER (х) 在 х 处 左 连续 (continuity 


from the left); 同样 ，limf(x) =f(xo)， 则 称 f(x) 在 x, 处 右 连 续 (continuity from the 


right). ZR, ВО) ТЕ х 处 连续 的 必要 充分 条 件 是 Kx) 在 f(x. ) 处 左 、 右 都 连续 ， 即 
limf(%) = limf(x) = f(x). (1-3). 


式 (1-1)、-(12)、(1-3) 给 出 了 函数 y = f(x) 在 点 x, 连续 的 三 种 等 价 的 定义 方式 . 

ЯП ЖЕРИ Сас) ERKE a,b) 内 任 一 点 连续 ， 则 称 /(%) 是 区 间 (4,6) 内 的 连续 函数 

如 果 画 数 儿 x) 在 区 间 (a,6) 内 连续 ， 且 有 limf(x) =fCa) , limf(x) =), WEKA) 
是 闭 区 间 [a,5] 上 的 连续 函数 

连续 函数 图 像 称 为 连续 曲线 (continuous curve). 

例 1-25 证明 函数 y= sinx 在 其 定义 域内 任 一 点 处 都 连续 . 

证 йл, FE y = sins 定义 域内 任意 一 点 ， 在 点 % 处 有 增 量 Ar 时 ， 对 应 的 函数 增 量 为 


Ау = sin(xo + Ах) -sinx = 28іп 学 cos{ Xo + >) 




















因 cos(x +88) | <1 及 sin 2х <|% 

所 以 _ | Ау | = “sin Э^сов( хе +>) | = ах = | Ax | 

当 Ax—0 时 ， 有 Ay 一 0， 所 以 函数 y= sine 在 点 x, 处 连续 ， 由 х, 的 任意 性 ， 知 函数 
y = sinx 在 定义 域内 任 一 点 都 是 连续 的 . , 


а + 5х, х0; 
011-26 і f(x) -| зны 、0 Кх) EA x =0 处 连续 ， 问 ce、 应 满足 什么 关系 ? 
— 5, &#>0. 
ВЕ k jeJ yrEZ PF kr, EDEA x =0 处， 有 f(0) =a; | 
а/с) = lim (a + bx) =a, - 


х= 


lim/(z ) = lim Sex -~ =b. 


x—x o 


EL NI ./( +) ТЕ x =0 处 连续 . 因此 必然 在 Ех =0 处 左 、 石 都 连续 ， 即 
limf(x) = lim/( x) =/(0) =a, 


FH a=b. 

3. 函数 的 间断 点 

函数 的 不 连续 点 就 是 函数 的 间断 点 (discontinuous point) ， 即 满足 下 列 三 个 条 件 之 一 
的 点 хо 就 是 函数 用 x) 的 间断 点 : 

(1) Кх) Е х, 没有 定义 ; 

(2) lim/( x) PIF; 
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(3) limf(z)##fE, 但 linf(%) (xo). 
函数 的 间断 点 通常 分 为 两 类 ， 设 хо 是 f(x) 间 断 点 ， 如 果 f(x) 在 x 处 的 左 、 右 极限 都 
存在 ， 则 称 хо 是 .Kx) 的 第 一 类 间断 点 .第 一 类 间断 点 以 外 的 其 他 间断 点 统称 为 第 二 类 间 
断 点 . | 
例 1-27 函数.y = EEE л =0 处 无 定义 ， 所 以 函数 在 点 x = 0 处 是 间断 点 ,但 是 





sinx _ 


lim 1. 
трап FEE. 如果 定义 
sinx х 50 
Sx) -| Ж. ， 
1 x = 0 


则 函数 记 x) 在 点 x=0 处 连续 .这 种 情况 的 第 一 类 间断 点 称 为 可 去 间断 点 . 


x+1 x>0 


例 1-28 讨论 函数 /(x) = | 0 在 点 x =0 处 的 连续 性 


x-] x= 
解 因为 limf( x) =1, limf( x) = - 1. 
可 知 ，x 一 0 时 f(x) 的 极限 不 存在 ， 因 而 函数 f(x) 在 x =0 点 间断 . 
由 于 f(x) 在 x =0 处 的 左 、 右 极限 存在 ， 可 知 属于 第 一 类 间断 点 ， 这 种 
左 、 右 极限 存在 但 不 相等 情况 下 的 间断 点 ， 称 为 跳跃 间断 点 ， 如 图 1-8 
所 示 . 


例 1-29 k y = 二 在 点 * =0 处 无 定义 ， 可 知 点 x = 0 是 函数 y= 


过 的 间断 点 ， 因 





Fe x =0 为 函数 y = 二 的 无 穷 间 断 点 ， 属 于 第 二 类 间断 点 . 


* sin wz0 
例 1-30 HER у(х) = | x 在 点 x = 0 的 连续 性 . 
O x =Ü 


ХЕ х =0 点 间断 .这 种 间断 点 称 为 振荡 间断 点 ， 属 于 第 二 类 间断 点 . 
二 、 初 等 函数 的 连续 性 


这 里 不 加 证 明 地 给 出 以 下 几 个 结论 : 
(1) 一 切 茜 本 初等 函数 在 其 有 定义 的 点 都 是 连续 的 . 


(2) (х) 5 а(х) Ех =, 处 连续 ， 则 函数 f(x) каба). f(x) g(r) REEL 


Lg(xo) 关 0] 在 x=xo 点 连续 . 

(3) ERR и= ф(х) ER х=, ЙЕЗЕ, ИУ u = ф(х), MAZ у= (и) TES и = u, 处 
ER, Ш РАЖ y =f lolx) ] ER х = x. 处 连续 . 

由 以 上 结论 可 知 ， 初 等 函数 在 其 定义 区 间 内 都 是 连续 的 . 

由 于 函数 在 其 连续 点 x, 满足 
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limf(x) =f(limx) =/(xo) , 
初等 函数 在 其 有 定义 的 点 处 求 极 限 的 问题 就 转化 为 求 这 一 点 的 函数 值 . 


例 1-31 R lim атсїапх_ 


WS — x° | .. 
解 lim arctanx _ агсіапі _ л. И 
/sr Vn 8, | 


例 1-32 2 шпег, 


解 因 lim SPX = ‚ ПІРА y =e" 在 点 w=1 连续 ， 所 以 ， 





` siny Í jim x 1 i 
lime ~ =e =e =e. 


x—0 


三 、 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


这 里 介绍 闭 区 间 上 连续 函数 的 两 个 重要 性 质 . 

定理 1-3 (REER) ” 设 函 数 作 x) 在 闭 区 间 La,5b] 上 连续 ， 则 fx) 在 该 区 间 必 有 最 大 
值 和 最 小 值 . 

定理 1-4〈( 介 值 定理 ) HRR ЕИ] a, b] EER, 则 对 介 于 f(a) ü f( b) 2 Íj 
的 任何 值 。<， 在 开 区 间 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 才 ， 使 | | 

JCE) =ce(a <€ <b). 

此 定理 的 几何 意义 是 : ERR y=/ *) 与 水 平 直线 y =e 至 少 相交 于 一 点 ， 如 图 1-9 
所 示 . 

特别 地 ,车 fa) 与 /5b) 异 号 ( 即 作 a)f(5) <0)， 则 连续 曲线 y =f(x) 与 x 轴 至 少 有 一 
个 交点 ， 亦 即 方程 扎 x) =0 ERKE (а,Ь) 内 至 少 有 一 个 实 根 (图 1-10). 





1-10 






1. ЖР (х) 在 点 xo 处 间断 ， 能 断言 im/(x) 不 存在 吗 ? 


E 2. 分 段 函 数 是 否 一 定 有 间断 点 ? 
一 er 
Ш 3. ЖЛ) EA s 连续 , g(x) 在 点 x 间断 ， 能 否 断 定 .HLx) +g(x) 在 点 x 必 间 断 ? 车 f(x)、g(x) 在 点 x 都 
EE, EENE a) HEA 间断 ? ` 


a 6. 证 阴 方 程 x = sinx +2 ран 3 的 实 根 . 





r 
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1. 求 下 列 函 数 的 定义 域 
(1) у= /G 2 (x I); 


x —1 
(3) у= 162—3 


(5) y =— == + arcsin( + 1), 
z 52 2 , 
1 +х2 x<0 
、 1 
2. Ú; f(x) = > 
— х x > О 


(2) у = агссоѕ(х —3); 





(4) у= М 1п(2 +x). 
y x(x—4) ° 
(6) 7 sinx 


*=0, RKO, Д). Д8). 


3. WRR у = 拟 x) 的 定义 域 为 [0,1] ， 求 下 列 函 数 的 定义 域 “ 


(1) (=+) +z - 7): 
(3) Жах +1); | 

4. 写 出 y 关于 x 的 复合 函数 
(1) y=lgu, и=іап(х +1); 


(3) y=utsinu, и=1-—-®, v=x; 


(2) /(sinx); 
(4) аб). 


(2) у=и?, и = Vx +1; 


' и 2 ` 1 
(4) y=e", и=0`, v=sinw, w =—. 
| x 


5. + КЎ) РЕ ЕН ШШЕ н у S% PR ЖГ Sk ТЕ] ЁЗ. БЕ Ж 22 T ЛАЎ, 


arctan( 2х 
(1) у=е'"=Ф+!, 


1 +x 
1 —x” 





(3) y=tan 


(2) у= wsin (x +2); 
(4) у = соз1п* yx +1. 


6. КПШ e +1) =e?” же +1, Ж f(x) 表达 式 . 


7. 已 知 /( tanx =) =tan2x + — 
8. 求 下 列 数列 的 极限 
(1) lim( Zn +1 — n); 








(3) lim( = + 二 + + 


9. 求 下 列 函 数 的 极限 
— 1 . 
—1 ° 


(3) lim =l 


оз. 
i x— e 3x —x —1 


lim мх +13 -2 ¿x +1 


х? — 9 
_1___2 
(1—5 


1 з): 
lim( 1 x)tan ЭХ 


п – 1 
n 


3 
(1) lim 2 
х—+-1 x 





2 
Х 


(5) ; 


x—3 





lim 


х-»] 


(7) 
(9) 


(11) Штат; 


+3, х 0р0, +1, +2,…)， 求 (x) 的 表达 式 


Vnsinn | 


(2) lim nl 


п— 00 


. x —1 
lim 一 一 一 ; 
= 207 =y – ] 


ү; 2x —1 
im ——— 
х1 x ~ 9х +4 


lim "x° +l —1 


xX—— + G X 


(2) 
(4) 


(6) 


] — cosx 
xsinx ° 


(8) lim 


x—Ü 


tanx — sinx 


(10) lim 2 


(12) lim(1 -3x)*; 








= x= 





. /x-1 ` mtn +) 
(13) lim( 1) ; (14) lim Зх —In(1 +x)? 
x*+1 
(15) lim AS (16) ма (2) . 
+25 + 


10. 已 知 lim < + +6 =5， 试 确定 5 的 值 . 


11. 已 知 极限 lim (2x — Vax -wx+1) 存 在 ， 试 确定 a 的 值 ， 并 求 出 极限 值 . 
12. 当 x 一 "0 时 ， 将 下 列 函 数 与 x 进行 比较 ， 哪 些 是 高 阶 无 穷 小 ? 哪些 是 低 阶 无 穷 小 ? 
哪些 是 同 阶 无 穷 小 ?哪些 是 等 价 无 穷 小 ? 





(1) tanx; | (2) vi +x -1; 
(3) cscx 一 cotx ; (4) х +8 2sin 1; 
_ C. ~ x 
(5) cos (1 — x); (6) Vl +tanx ~ y1 -sinx. 
13. 已 知 当 x 一 0 时 ，w1+ax -1 sinx 是 等 价 无 穷 小 ， 求 a tË. 
е” x <0 | w 
14. 设 /x) =] “” 在 ( % ,+ % ) 内 连续 ， 试 确定 a 的 值 
atln(1+x) х:>0 
ех x < 0 
15. 讨论 函数 Kx) =) ©  *=0 在 点 x=0 处 的 连续 性 . 
xsin — x>0 
. 1 
xsin — XO 
16. РАЖ x) -| x ТЕ x = 0 处 的 连续 性 . 
l х=0 
{у (1 + ax) x=0 
17. 1 f(x) -| x 在 点 x=0 处 连续 ， 求 a 值 . 
2 x = 0 | 
18. х F HU PR 32% Ba] И sa £= EE 2 P< [Н] 
=. . | __ ^2, 
(1) У = ing’ ‚ (2) У 2 55 46° 
1 — x° x >= 
(3) з= |а] ; (4у f(x) = lim —ї—(*>0). 
— - x <О "++ | + x 


19. х) Ela, b] FEZ, На) <a, /(Ь) >b, WA: 方程 (x) =x #E(a,b) 
内 至 少 有 一 实 根 . f 
_ 20. RARS), а(х) 1а, 5] 上 连续 ， ида) >e(a)， f(b) <g(b), 证 明 ; (а, 
Б), WR ysa) 5 у =&(х) “Ңң. | 
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ж-а “一 元 函数 微分 学 


微分 学 和 积分 学 统称 为 微 积分 学 ， 它 是 高 等 数学 的 核心 内 容 .. 一 元 函数 微分 学 最 基本 
的 概念 是 导数 与 微分 ， 导 数 描述 了 一 个 函数 的 因 变量 相对 于 自 变量 变化 的 快慢 程度 ， 即 因 
变量 关于 自 变量 的 变化 率 ; 微分 表述 了 函数 当 自 变量 有 微小 变化 时 ， 因 变量 增 量 的 近似 程 
度 ， 本 章 将 从 两 个 实际 例子 出 发 ， 抽 象 出 导数 的 概念 ， 进 而 建立 起 计算 导数 、 微 分 的 方 
法 ， 在 此 基础 上 ， 进 一 步 讨 论 微分 学 的 理论 ， 最 后 介绍 应 用 导数 来 研究 函数 的 某 些 性 态 ， 
并 利用 这 些 知识 解决 生物 、 医 药学 等 方面 的 实际 问题 . 


第 一 节 ” 导 数 的 概念 


导数 的 概念 是 许多 自然 现 现象 在 数量 关系 上 抽象 出 来 的 研究 变化 率 结构 的 数学 术 
型 . 例如 ， ， 物 体 运动 的 瞬时 速度 ， 加 速度 ， „Катра. ВОЛНЕ йо їй ЗЕ yE 


是 导数 问题 
—. 实例 


1. 变速 直线 运动 的 瞬时 速度 | 
设 有 一 质点 M 沿 直线 做 变速 直线 运动 ， 其 运动 规律 ( 函数 $ 为 
s =s(t) ‚ ， 
其 中 :是 时 间 ，;s 为 路 程 ， 下 商讨 论 状 时刻 轴 的 瞬时 速度 | ui 
当时 间 由 时 刻 4 ZAER OE t =» + At) НЧ, MEFE s(t) 变化 到 s(t + At)， 路 程 的 
增 量 | | . | | 
As=s(to + Аг) —s(to) 
质点 М 在 时 间 At 内 ， 平 均 速度 为 
Аз _s(t + Лг) —5(%) 


0) = 


Ке At ~ At , 
当 At 变化 时 ,平均 速度 5 也 随 之 变化 ， 车 质点 M ORRA, PRE ç 是 一 常数 ， 
且 为 任意 时 刻 的 速度 .但 在 实际 问题 中 ,这 种 情况 很 难 发 生 ， 质 点 M 运动 的 速度 每 时 每 
刻 都 是 不 同 的 ， 于 是 求 “t。” 这 一 时 刻 的 瞬时 速度 就 显得 尤为 重要 了 . 当 | Ат | Лун], Œ 
УЗЕ о ЖЕЛЕ ATERT] to 的 “瞬时 速度 ” 的 近似 值 ， 显然， 当 |Azt| 愈 小， 它 的 近似 程度 愈 
ЯР. 34 Ar—0 时 ， 若 5 趋 于 确定 值 ， 该 值 就 是 质点 M 在 时 刻 г, 的 瞬时 速度 v, BB 
` А И 5(% + Аг) —s(t) 


i = lig а ——,————. (2-1) 


МЕЗЕ ВЕ v 只 能 反映 质点 在 这 段 时 间 内 速度 的 概貌 ， 而 瞬时 速度 vw 则 反映 了 路 程 函数 
s(t) 相对 于 时 间 t 变化 的 快慢 程度 ， 在 此 ， 称 其 为 函数 s(1) 相对 于 自 变量 1 的 变化 率 . 
2. 细菌 的 繁殖 速度 
在 细菌 繁殖 的 过 程 中 ， 细 菌 的 数量 会 随 着 时 间 的 推移 而 增多 ， 下 面 讨 论 细菌 在 时 刻 to 
的 瞬时 繁殖 速度 . 
设 细菌 在 某 一 时 刻 t 的 总 数 为 N， 显 然 N 是 时 间 :的 函数 
N = №(ғ). 





那么 从 to 变化 到 1(t = t, + At) 这 段 时 间 内 ， 细 茵 的 平均 签 殖 速 度 为 
_ АМ. М + At) М) ` 
-1 I одй | | 
当 | Ai| 很 小 时 ， Зан р ДЕ t 时 刻 的 瞬时 繁殖 速度 的 近似 值 ， 当 |Ai| 傅 小 ， 它 的 近 
似 程度 愈 好 ， 当 Ar—0 时 ,5 的 极限 值 《 ялган 的 话 ) Ж E: Н ТЕГЕ Н 22) to 的 瞬时 繁殖 速 
Be, Bn О, | 
| AN , м + М) ENC) — 


v = lim v =lim— = lim—— q. (2-2) 

, м—0 | 2-0, At 12-0 А + 7 С $ 

一 导数 的 定义 及 其 几何 意 巡 : Е; "b i o! u. Шш Су! 
— % ` ” “м AA 


我 们 研究 了 变速 直线 运动 的 瞬时 速度 和 细菌 的 繁殖 速度 问题 ;尽管 它们 的 实际 背景 不 
同 ， 但 它们 处 理 问 题 的 数学 方法 是 完全 一 致 的 ，(2-1) 和 (2-2) 式 的 数学 结构 是 完全 相同 
的 .它们 都 是 通过 以 下 三 个 步骤 ， 抽 象 出 函数 的 增 量 与 自 变量 的 增 景 之 比 的 极限 ( 当 自 变 
量 增 最 趋 于 0 时 ) ， 即 . 

' (A) 当 自 变量 在 给 定 值 -wo 处 有 一 - 增 量 Ax, 函数 了 =/(x) 相 应 立地 有 一 增 量 Ay 
Ay = f(x + Ах) —f(xo) ; 
(2) 函数 的 增 量 Ay 与 自 变 量 的 增 量 Ах 的 比值 
ду f(x +Ах) —f(xo) 
Ах, Ах, Í бос 
就 是 函数 在 区 间 (xo ,xo + Ax) EË (xo + Дх, хо) 内 的 平均 变化 率 ; 
(3) 当 自 变量 的 增 量 Ax 一 0 时 ,平均 变化 率 的 极限 (如 果 存 在 的 话 ) 
hm a n +А© -/%) € 6 - 
Ах—з0 Ax ду ‚Ах 
就 是 函数 y = f(x) fE FX xo 处 的 瞬时 变化 率 ， 或 简称 为 变化 率 ， 这 就 引出 了 微分 学 的 基本 梳 
念 一 一 导数 . 
定义 2-1 BRAR y Slx) EA хо 的 某 邻 域内 有 定义 ， 当 自 变量 4 在 xy АКНЕ А Ах 
(xo + Ах 在 该 邻 域内 ) ， 函 数 相 应 地 有 增 量 Ay = f(x, + Дх) (хо). 如 果 极 限 
lim? = lim . J(xo + Ax) - х0) M О. (2-3) 
Ах—0 АД х Ген; Ах à 
存在 ， 则 称 函 数 y = (<) 在 点 % 处 可 导 ， 此 极限 值 称 为 函数 y = f(x) TER хе 处 的 导数 (de- 
rivative) ， 记 作 


dy А/С). 





, , | m Š 
/'(%), y | уз» dx жез dx к=з. í 
_dy| 8%) Ду. хо + Ax) KASA 
r= = | m— = mm 一 一 一 一 一 
Eli £ (xo) y | sxo тах |, ах ке: Аб Ах ғ 








如 果 极 限 不 存在 ， 就 称 函 数 7 =Y 在 点 Xo AEA n] Sa. 若 不 可 导 ， Ма, 
为 方便 起 见 ， 我 们 也 称 函 数 f(x) 在 点 x, 的 导数 为 无 穷 大 ， WAS’ (o) = 
不 难看 到 ， 前 面 两 个 实例 都 是 导数 的 问题 ， 质点 的 变速 直线 运动 规律 有 s=s(t), JW 
质点 在 时 刻 to BJ BEF EE v ЖЕ s(t) FEMA to 的 导数 s'(4,).， 车 细菌 在 时 刻 t 的 总 数 为 N = 
М2), ， 则 细菌 在 时 刻 的 瞬时 繁殖 速度 为 MO) TER to ВОВ МС). ， 
在 (2-3) 式 中 令 x=xo+Ax， 则 (2-3) 式 可 以 写成 如 下 形式 
(x, ) = i (2-4) 


X — Xp 
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НЕХ РАЗ СТЕ ка xo 的 导数 有 时 更 为 简便 . ü 
在 (2-3) 式 中 ， 当 目 变 量 的 增 量 Ах 只 从 大 于 0 的 方向 或 小 于 0 的 方向 趋 于 0 时 ， 和 在 
(2-4) 式 中 ， 当 自 变 量 x 只 从 大 于 x; 的 方向 或 小 于 x; 的 方向 趋 于 хо 时 ， 若 极限 
. Ay ») flxo+Ax) -f(x0). Кж) -fxo) 
lim — = lim ——n = lim ——>r<——@— 
A—0+ÁAx A+ | Ax xx0+ X — Xo 
А jim АХ „ЛС t Aa) fm) ppf — Ga) 
№-0- Дх А-0- Ах zx0- X — Xo 
FFE, ПКР (х) Е xo Ачу вй Ду НГ ЕЁ, HARRIA РЕЖ (х) ZE X хо 的 有 导数 
( derivative on the right) ， 或 左 导 数 ( derivative on the left), CHE f! xo) > f(x). 
左 导 数 、 右 导数 统称 为 单 侧 导数 . 
由 导数 、 左右 导数 的 定义 及 极限 理论 可 知 ; РА Р(х) ТЕ х 可 导 的 充分 必要 条 件 是 ， 
РЕК f(x) TER хо 左 导 数 、 右 导数 都 存在 ， 且 相等 ， 即 f' (xo) =f' (хо). 
若 函 数 y =f(x) 在 开 区 间 (a,5) 内 的 每 一 点 都 可 导 ， 则 称 函 数 f(x) ERKE C a,b) 内 可 
+. 这 时 ， 对 于 (a,5) 上 任意 一 点 x*， 都 有 唯一 确定 的 导数 值 f'(x) 与 之 对 应 ， 因 此 它 是 定 
义 在 区 间 (a,5) 内 的 一 个 关于 x 的 新 函数 ， 称 它 为 原来 沙 数 y=f(*x) 的 导 函 数 (derived 
function) ， 傈 称 为 导数 ， 记 作 


; ‚ dy df(x) 
/'(ж), y”, ЧА” ду 
d 一 
Вр . | f'( x) = y = „ЧС „лә „Ск +) л) xe(a,b). 


E РАЖ f(x) ERKE (a Б) NTE, Hf, CRS (5) 都 存在 ， 则 称 f(x) 在 闭 区 间 
La,6] 上 可 导 ， 它 的 导数 仍然 称 之 为 导 函 数 . y=f(%) 在 点 хо ERS’ C a) TIRA 
Са) ЕН хо 处 的 函数 值 ， 即 (xo) Са) |... 

若 用 导数 定义 求 函 数 y=f(x) 在 一 具体 点 x 的 导数 ， 则 常用 (2-4) 式 ， 若 求 任意 一 点 zx 
的 导数 ， 名 用 (2-3 ) =. y 

例 2-1 Ер у= х, фу’. 

解 Ay= (х + Ах)? -x =2xAx + ( Ax)’, 


o n Ау. 
于 是 y = П = (2х + Ах) = 2х. 


例 2-2 已 知 函数 J(x) =/х, RFO): ' 


解法 1 
f'(9) = ныў AO) - КЭ) im T aim 1 -L 
-9 =” 9 *”(Vx-3)(Vx+3) Yr+3 6 


解法 2 Ay=f(x+Ax) -f(x) = /x+A- x, 
Ду _ Vx + Ах — үх _ ll _— 


Ax Ах мх + Ax Sar Aa a 


— Í  _ 1 


Ena 2 


1 
则 9) = 一 = —. 
EET 








912-3 据 1985 年 人 口 调查 ， 我 国有 10.15 亿 人 口 ， 人 口 平均 年 增长 率 为 1. 489% ， 
根据 英国 神父 马尔 萨 斯 (Malthus,1766 一 1834) 在 1798 年 提出 的 著名 的 人 口 理 论 ， 我 国人 口 
增长 模型 

` f(x) = 10. 1Se 0149 
其 中 ，x 代表 年 数 (0,1,2,…)， 并 定义 1985 年 为 这 个 模型 的 起 始 年 x =0. 按照 此 模型 预 
测 我 国 在 2000 年 人 口 数 为 12. 6902 亿 ， 实 际 据 人 口 调查 2000 年 我 国人 口 数 为 12. 6583 42, 
按照 此 模型 可 以 预测 我 国 在 2008 年 人 口 将 有 14. 2955 亿 ， 求 我 国人 口 增长 率 函 数 ? 怎样 
控制 人 口 增 长 速度 ? 

解 Ay = f(x + Ах) _ (x) = 10. 1Se0 01489z Ç „0. 01489Ах -1) ‚ 

Ау e? 01489 Ax — 1 


— 10. 15e? 01489х 
Ах Ах 


3 


0.01489Ах _ J 


. Ау _ 0.01489x ‚ е 
im = 10. 15е 0.01489 Шу 01489Ax” 


Ł 
0. 01489 
e Ах _ 1 


令 y*= er _ 1, Д) 0.01489Ax = ш(1+у), lim  —— — -lm 一 = 
— = n] * = nl +y), lim Sorgar = 1 In(] +y) 


1 1 
一 一 一 一 一 = 一 =1， 于 是 
limin(1 +y)!” 1 
у) 


lim“? = 0. 01489 x 10. 15e 91489, 


由 导数 定义 ， 人 口 增长 率 孙 数 为 : f'(x) =0. 01489 х 10. 15e, 

让 人 口 年 增长 率 0.01489 变 小 ， 人 口 的 增长 速度 就 变 小 ， 故 可 控制 人 口 的 增长 . 

为 使 我 们 对 “导数 是 函数 在 某 点 的 变化 率 ” 有 一 直观 的 认识 ， 下 面 讨论 导数 的 几何 

如 图 2-1， 设 曲线 工 为 函数 y = f(x) BJ EI. 在 横 坐 标 上 取 一 点 内 ， 并 给 其 增 量 Ax, 
曲线 工 上 相应 的 点 分 别 为 Mo(x ,f(xo)) 和 M(xo + Дх, (хо + Ах)), E M.M 为 曲线 上 的 
割 线 ，6 为 其 倾斜 角 ， 割 线 M.M 的 斜率 为 
| Кы = Kyu = tang = яу -人 Tot s =á: хо) 
当 Ax 一 0 时 ， 点 М 沿 着 曲线 у уйно: | 
M, 点 ， 此 时 ， 割 线 M.M 以 点 M, 为 支点 转动 趋向 
于 直线 MT, H M,M', М.М" #28 M.M 趋 
向 于 直线 MT 的 过 程 ， 割 线 M.M 的 极限 位 置 M.T 
叫做 曲线 y = (х) 的 切线 ，a JERR. ERE 
线 МТ 的 斜率 为 


Ky = Ky r = tang = lim Kyu = = limtang 
—Mo 


| + Ах) — | 
Sim —1/^% + Ax) —f(xo) _ Fea). 


导数 的 几何 意义 : f'(xo) 表示 曲线 7 = f(x) tE 
点 M, (xo fC xo) ) 处 切线 的 斜率 . 
由 平面 解析 几何 知识 ， 车/'(x。) 存在， 曲线 
y=f(%) 在 点 Mo Cao fC xo) ) 处 的 切线 方程 、 法 线 方程 分 别 为 
y -f(x0) =f' (xo) (ж-а) 
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和 Y YG) = - ТТ у^ =a) (Сао) #0). 


BRS (x) =O, 曲线 的 切线 方程 为 了 =7x) , 法 线 方程 为 x = x, 值得 注意 ,三 (xo) = co 
时 ， 曲 线 的 切线 、 法 线 方 程 仍然 存在 切线 方程 为 x =w, ERNEA y = (хо). 
例 2-4 ЕА 3) 点 处 的 切线 方程 与 法 线 方程 . 


I 1 . 
= — А k = —, k = _ 6. ^ 
x=9 -> 天 „9 得 切 6 法 





于 是 曲线 y=Vz 在 M,(9,3) 处 的 切线 方程 为 . y-3=— (x -9), Bl 6y -x —9 =0. 
法 线 方程 为 y-3= -6(x-9), EP y +6x -57 =0. 
三 、 函 数 的 可 导 与 连续 的 关系 


如 果 函 数 y = f(x) ЖЕҢ x 处 可 导 ， 则 有 /'(x x) = lim, 
TE + ` z 

. . [Ау . Ау. ; 

limAy = lim( 7 . Ax) =lim—limAx =f (а) + 0 =0. 

由 此 表明 , y=f(x) fE SX x 处 连续 . 于 是 有 函数 y= S| 2-2 
JS) EA x 处 可 导 ， 则 函数 在 点 x 处 必 和 连续 . 反之 未 然 ， 


即 函 数 y=f(x) 在 点 x 处 连续 ,但 在 点 x 处 未 必 可 导 ， 例 如 ， 函 数 f(x) = |x| = ТЫШ 
函数 ， 因此 在 其 定义 域 ( ~% ,+ = ) 内 连续 ， 故 在 点 x =0 处 连续 ， 但 在 点 x =0 处 不 可 导 . 
这 是 因为 








f (0) = lim — - =1 = lim = _1, 
x—Q 一 x х0” Ж х=)” Xx " 
7", (0) = lir ZOA. = lir “lea ы] 


FDL f (0)=/f' (0), 因此 函数 在 点 % =0 аата. 读者 可 从 图 2-2 中 得 到 验证 . 





m 1. уез {зк AELA Да) 与。 ж Ax 有关 吗 ? 瞬时 变化 率 上 tan ns, 和 Ах Ж 3 D? 


在 平均 变化 率 取 极 限 的 过 程 中 * 是 常量 还 是 变量 ，Ax 是 常量 还 是 变量 ? 
Ш 2. 指出 下 列 命题 是 否 正确 ， 若 有 错误 ， 错 误 何 在 ? 


f (1a +=) ла 
(1) 极限 im 一 一 一 存在 ， 则 函数 y =/(x) EA x, 处 可 导 ; 


—— 






n 
(2) 函数 y=/{x) 在 点 wo 处 的 导数 等 于 [/{x6)]'; 
(3) у= (х) 在 点 x 处 连续 ， 则 f(x) 在 点 x 处 可 导 ; 
(4) Ë y=flxz) 在 点 xo 处 可 导 ， 则 | f(x) | 在 点 x 处 可 导 ， 
(5) 函数 y= lAr) | 在 点 mm 处 可 导 ， 则 /f(x) 在 点 ЖЕКЕГЕ; 
(6) 初等 函数 在 其 定义 区 间 内 必 可 导 . 
Ш 3. 函数 y=/{x) 在 点 % 9, ШЕ у = fx) 是 否 在 点 {w Fl x) ) 处 有 切线 ? Ф у= у(х) 在 点 (x， 
f(xo) ) 处 有 切线 ， 函 数 y = Лх) EBEA n 处 有 导数 ? 














第 二 下 ”初等 函数 的 导数 


1. 常量 的 导数 


RRE y Aa) =c(c 为 常数 ) ， 显 然 , Kx + Дх) =c, WA 
Ay =f(x + Ax) —f/(x) =c —c=0, 


Ау 0 _0 
Ах Ах | 
:1 4 ~” 
lim = lim0 =0, | 
Аг--0 А х Ах) 
Вр (с) ' =0 1- 


2. FERREA 
ВЕРЕ y = х" (п 为 自然 数 )， 则 有 


. баа | | | 
АУ = ( x + Дх)" — x" = пх"! Ax н кадау + --- + ( Ax)”, ' 
— 1 , e 
AY onart pTI a- Aa +. 6 CA, 
Ax 2! 
-1) ,_, | 
Шш 7 = lim[ nw” pTI) sar t.u + (Ах) !]=пх 7, — ' r 
Ax 2-9 2! 
Вр (х")' = nx". 


特别 , n =1 Bf, (х) =1. 更 一 般 地 ， 对 于 等 函数 y =<" (a 为 实数 ) 也 有 “ 
(х°)' sax", " 


А ЕИО ВС С, ЯНЕ АА ЗН 2-15 中 证 明 这 个 结果 a 
特别 а= ВР, С) = as -1 B$, (H) = -三 ,这 两 个 结果 将 会 经 常用 到 ， 


2 Vx х?’ 
最 好 熟 记 . | 
3. XR PR АЈ РЕЖ | | r. 
ТРАК у =log,x(a >0 Н a 有 1)， 则 有 
' Ay = log, (x + Ax) —log,x = log, (1 =) ， К: 
| x 
АУ ов, (1 +”) ао, (1.20), l 
Ax Ax x x x 


+. 


i 1 Axi] 1 Ахүукү 1 I 
limay = іт | —log, | і + F | = ——106, [ll ] + +) | = —log,e = 
x x x Ах—з0 х} х 


* 
Ard Àx ae xlna А Е: 





Bp (log,x)' =——, #5], azen}, WA (ак), s+ 
xlna . 、 | Ж ， сї 
4. IES PF 32 1252 БАЁ АЧ ЕГ | 
ВЕРА у = sinx, MWA 
Ay = sin( x + Дх) -sinx =2cos[a + 人] =, Ш 














| sin 
Ay >) 2 
— = cos | x + 一 一 ; 
Ах | 2] Ах 
2 
Ax . x 
sin > sin — 
lima” = limeos| x + >) = limeos| x + >] lim = cosx, 
Ах—+0 A д; — 0 2 Ax Ar Ax 
2 2 
Вр ( sinx ) ”= cosx. 
同 理 可 得 ( cosx)’ = — sinx. L 


=. HKA KSAN 


前 面 我 们 利用 导数 定义 ， 计 算 了 几 个 简单 函数 的 导数 (其 结果 可 做 为 公式 )， 显 而 易 
见 ， 对 绝 大 多 数 函 数 来 说 ， 从 定义 出 发 来 求 导数 是 极其 复杂 的 ， 计 算 量 是 很 大 的 .为 此 ， 
我 们 将 先 建立 基本 的 导数 公式 及 求 导 法 则 ， 然 后 利用 公式 、 运 用 法 则 来 求 蚂 数 的 导数 ， 即 
将 求 导 运 算 公 式 化 . 在 已 给 的 几 个 导数 公式 的 基础 上 ， 我 们 先 介绍 四 则 运算 求 导 法 则 . 

设 下 面 法 则 中 的 函数 & =u(x), v=v(x), ш =u (x), u,=u,(x), зз, u, =и, (х) Œ 
点 x ЙГЕ, ВПи'=и'(х), 0 0 (x), uj =u (x), и,=щш;(х), +, и„=иш„(х). 

法 则 2-1 两 个 函数 代数 和 的 导数 等 于 每 个 函数 的 导数 的 原 代 数 和 ， 即 

| (u tv)’ = и’ +v. 
推论 。 有 限 个 函数 的 代数 和 的 导数 等 于 每 个 函数 的 导数 的 原 代数 和 ， 即 
(и tu, Łe жи)" =u] £u; +з +u. ' 

法 则 2-2 两 个 函数 乘积 的 导数 等 于 两 项 之 和 ， 其 中 每 一 项 都 是 一 个 函数 的 导数 与 另 

一 个 函数 的 蒋 积 ， 即 
(uu)' = u'o + ир’. 

推论 1 常数 与 函数 乘积 的 导数 等 于 常数 乘 以 函数 的 导数 ， 或 者 说 “常数 因子 可 移 到 

导数 符号 外 边 来 ” Eh 
(cu)'=cu', (c HAR). 

推论 2 个 函数 乘积 的 导数 等 于 nm 项 之 和 ， 其 中 每 一 项 都 是 一 个 环 数 的 导数 与 其 余 

n 一 1 个 函数 的 乘积 (这 样 的 项 共有 nn 项 )， 即 
(UM) = щи Uu, fu uyu, + +uu, ul, 

法 则 2-3 ”两 个 函数 商 的 导数 仍 是 一 个 商 ， 原 分 子 函 数 的 导数 乘 以 分 母 郴 数 与 分 母 函 
数 的 导数 乘 以 分 子 函 数 的 差 做 分 子 ， 原 分 母 函数 的 平方 做 分 母 ， 即 
(7) == (ово), 特别, w=1 时 ,， (+) =-= 

0 £ v 


以 上 三 个 法 则 可 由 导数 的 定义 加 以 证 明 ， 请 读者 自行 证 明 . 
| | | | 
例 2-5 ` 已 知 函 数 y= 人 -一 +sinx -ln2， № у" 


1 1 1 | x /x +2 
— + Cosx. 
2 x: 


“ y= -[7) + (эшх)' — (1n2) ” =—— +- + cosx — 0 = 
x 2 /х x 

m) 2-6 ЕРА у= (x! +2x2 —10)cosx, 3R у. 

Ё у= (s +25 — 10) 'cosx + (x! + 2x2 — 10) ( cosx ) ' 


=[(х*)' + (2х')' — C10)']cosx + (х* +252 — 10) • ( —sinx) 
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= (4x` +4x) cosx — (х* +2x’ 10) sinx 
=4x(x° +1)cosx — (x +2x — 10) sinx. 


例 2-7 BARZ у =tanx, Ж y'. 








, sinx ( sinx) "cosx — sinx( cosx)’ cos2x + sin2x 1 
## y - (212) =— =— =— e 
costr COS x Cos x COS x 
Вр (їапх)' = ѕес?х. 
辣 理 可 得 . (cotx)’ = – сѕе?х. 
012-8 БР y = ѕесх, 3R y'. 
‚ 1 ` (cosx) sinx 
解 ”=| ) = to) —_— ='secxtanx, 
cosy COS x COS х 
ИП ( secx)’ = secxtanx. 
同 理 可 得 (cscx ) '-= — cscxcotx. 


IJ 2-7. fJ 2-8 的 RS TAPED Aa, 
Bj 2-9 E РЕЖ y = x° tanx + 10 ‚ Жу'. 


(Inx)' x — (х) 'Inx 


2 


解 у = (x°tanx)' (=) = (x?) 'tanx + х2 ( tanx)’ + 
x x 


— * x — Јах 


А 2, 2 x . | 
= 2xtanx + х secx + —— = 2xtàñx +.(хѕесх)? + 
x х 


1 – lnx 
2 


三 、 反 函数 的 求 导 法 则 


为 了 讨论 指数 函数 (对 数 函 数 的 反 函 数 ) 与 反 三 角 函 数 ( 三角 函数 的 反 函 数 ) 的 导数 ， 
我 们 首先 讨论 反 函 数 的 求 导 法 则 . 

定理 2-1 WRR =p) ERKA 上 单调 、 可 导 ， 且 w'(y) 520, ДТО S 
у= (х) ТЕЗУ БВ] I (T. = (х |х = ф(у),ує/,|) En, А 





f'(x) = 1 . 
epP (y) 
HEHH АЕ. 此 定理 表明 ， 反 函数 的 导数 等 于 直接 函数 导数 的 倒数 . 
8J 2:10 EA у=а", (а>0 ВН ат1), Ry. ' 


解 已 知 y=a’ Ж x = logy АЈБ РЖ, m х = Іов,у 在 (0, +% ) 上 单调 可 导 ， H 
1 
Clog,y)' = ——— 50. 
ylna 
故 在 对 应 的 区 间 ( — = , + ə ) 8, 有 


| (a) = оку)” 7y = упа = апа, 
ВГ (а*)' =а'1па; 特别 ， a =e i}, A (e)' =e. 
例 2-11 E KI PRX у = arcsinx, ( -1<х<1; -3-<7<5). Ж у’. 


解 EL I y = агсѕіпх Æ х = siny АО Z ВЕ. х = siny 在 区 间 ( ° 27) жй, H. Н 


(siny)' = cosy >0， 故 在 ( -1,1) 内 有 > | 


т (arosine) = 一 -= 一 = 一 一 -一 l 


(siny)” cosy Л 2 sin y Л крк 
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вр | ( arcsinx)’ = 


. 1 — x° 


1 


1 +x 








( arccotx)'= 一 





同 理 可 得 《arccosx) = — 


‚ (агсїапх)' = 
l — x° 


2 9 2” 
+ x 


四 、 复 合 函 数 的 求 导 法 则 

我 们 经 常 遇 到 的 函数 多 是 由 几 个 基本 初等 函数 复合 而 成 的 复合 函数 . 因此， 复合 函数 
的 求 导 法 则 是 求 导 运算 经 常用 到 的 一 个 非常 重要 的 的 法 则 ， 和 需要 熟练 地 擎 握 . 

定理 2-2 PR u = ф(х) ТЕҢ х 处 可 导 ， 而 函数 y= 放 zx) 在 其 对 应 点 ulu = ф(х) ) 


可 导 ， 且 复合 函数 y = 的 ep(*) ) 有 意义 ， 则 复合 函数 y = (ф(х) ) 在 点 x АФ, Е 
dy _dy , du 


de du ах 2 2 = Yu 
或 写成 [/(e(x))]'=fi(e(x)) = '(e@e(x))@' (x) (2-5) 
证 明 给 自 变 量 х 一 增 量 Ax, MA AX u = р(х) АЈ Ди, 又 由 Au, MAKK y 的 


МЕ Ду. 
Et ра y = (и) EA и ККА, ИҢ 


Ay ,, 
| гуи =f'(u), 
由 极限 与 无 穷 小 量 之 间 的 关系 ， 存 在 Au—0 时 的 无 穷 小 量 w =a (Au), 使 
| fu) +a, 


于 是 'Ay=f'(u)Au +елЛи, 
Au 
==, 
Ви = ф(х) Е л АКГ, Д] и 在 点 x 处 连续 ， 所 以 当 Ax 一 0 В, Au—0, РАЖ 


AY _rv уди 
wai uK +а 


1 Ау _ "(и im 人 ez im im 
lim =f )lin + in lima 
=/'(и)ф'(х) +e'(x)lime =f'(u)e'(x) =f'(e(x))e'(x), 
Вр ф(х) ) 1' = 7; (ф(х) ) =f ф(х) )ф' (x). 


式 (2-5 ) 说 明 ， 求 复合 函数 y=f(g(x) ) 的 导数 时 ， 只 需求 出 函数 y = f( u) 对 中 间 变 量 
и 的 导数 和 uw = ф(х) 的 导数 ， 然 后 两 者 相 乘 即 可 ， 但 要 注意 最 后 的 导数 结果 中 需 将 v 用 
p(x) 代 换 过 来 . 
另外 ， 和 值得 注意 的 是 [f(g(x))]' 与 14'(g (x)) 的 区 别 ， 前 者 表示 的 是 复合 函数 
f( p(x) ) 对 x 求 导 ， 后 者 表示 的 是 将 g(x) 看 成 一 个 变量 , f(gp(x) ) 关 于 w(x) 求 导 . 
此 定理 可 以 推广 到 任意 有 限 个 函数 复合 而 成 的 复合 函数 情形 ， 仅 以 三 个 函数 复合 而 成 
的 复合 函数 求 导 为 例 : y=f(u) ,wu=gp(v), v=yw(x) 都 可 导 ， 且 复合 函数 y=f(op(w(x))) 
有 定义 ， 则 复合 函数 的 导数 为 | | 
dy _dy du de 
| dx du dv dx 
或 ' [ДХФбф(&)))1]'=/'„[е(ф(х))] =f'(u)e (s) (х) (2-6) 
公式 (2-5) 、(2-6) 可 以 看 出 复合 函数 求 导 时 ， 因 变量 、 中 间 变 量 、 自 变量 一 环 扣 一 环 
地 求 导 ， 就 像 链 锁 一 样 ， 环 环 相 接 ， 因 此 将 复合 函数 求 导 法 则 形象 地 称 为 链 锁 法 则 (chain 


rule) . - 


Poat , 
或 Ys SY, u, Y, 








例 2-12 БЕ y= (х +х+1)'®, у". 
解 Фу=ш", u=x +x+1, WA 


y’ = — s — = ц!®у' (ә? +х+1)' = 100и” (2x.+1) = 100 (х? +х +1) (2х +1). 


012-13 ЕЖ у = Insinx ， 求 六. 
解 令 y=lnu, w=sinv, v=x, WA 
cosx’ 


' =— + — - 一 = (Inu) (sino) '(x2)' = 二 ( cosv) (2x) =2x > =2xcotx . 
x и sinx : 





比较 熟练 后 ， 把 中 间 变 量 默 记 于 心中 ， 不 必 写 出 来 ， 直 接 按 链 锁 法 则 对 复合 函数 

求 导 . | 

012-14 已 知 函 数 y= /1-2х', R y'. 

解 v'=[(1-22D5] =+ (1-2) E 2) «101-2989 E -4а) 
-4x | 

3 YO - 2): 

012-15 ”已 知 宕 函数 y =+", Co 为 实数 )， 试 证 明 (x*) = art. 

证 将 y=xe 化 成 y=es， 则 有 


] 
у = (e®™) , =e"™ ( s]nx) , = x“x — = ах"! ， 
x 


Вр (х) = ox 


01] 2-16 已 知 函 数 yart, Ж y’. О, 
解 у= хін РАЖ, ЖЕН ЕЕН] OAE ARER, BH у = e 





y’ = е“ ( sinx]nx) ° =x®™[ (sinx) Лах + sinx( lnx) ”| = a| cosx]nx + == 
| х 

0] 2-17 EL HPR y = sin2xlnsinx — xcos2x ‚ЖЕ y'. 

解 y'= (sin2xlnsinx)’ – (хсоѕ2х)' 


= ( ѕ1п2х) ‘lnsinx + sin2x (Insinx)’ — х'соѕ2х — х( соѕ2х)' 





= cos2x + 2lnsinx + sin2x cosx 一 cos2x + 2xsin2x 


SI1NX 


= 2cos2xl]nsinx + 2xsin2x + 1. 
例 2-18 ”放射 性 同位 素 碘 ”I 被 广泛 用 来 研究 甲状 腺 的 机 能 ， 现 将 含量 为 N, 的 碘 mi 
静脉 推 注 于 病人 的 血液 中 ， 血 液 中 :时刻 碳 的 含量 为 N= Ne (其 中 天 为 正常 数 ) R i 
液 中 碳 的 减少 速度 . 
解 = (Noe™) = Ne `“ ( — kt) , = Nçe `“ ( – k) = — kN e~” 
因此 血液 中 碘 的 减少 速度 为 -Ke | 
ЭҺ ЕЗНГЭП= = -AN， 这 表明 碳 的 减少 速率 与 它 当时 所 存在 的 量 成 正比 . 


例 2-19 在 人 口 增长 阻 滞 问 题 中 ， 人 口 数 x 是 时 间 i 的 函数 ， 其 关系 式 为 . 
k 
i+ (二 -le 


0 


其 中 ,为 自然 资源 和 环境 条 件 所 能 允许 的 最 大 人 口 数 ，r 来 表示 净 增 长 率 ，x 为 起 
始 年 :=0 时 的 人 口 数 ,求人 口 的 增长 速度 . 


1 x ( t.) = 











бк үс? k 
(1) ) | 
ЛІНКУ KRAKI. mø 2-3 中 ，Malthus 人 口 模型 在 短期 ， 一 定 范围 
内 对 人 口 估 计 有 很 好 的 近似 程度 . 


五 、 隐 肖 数 的 求 导 法 则 


前 面 我 们 讨论 的 函数 都 是 能 明确 写成 关于 自 变 量 的 解析 式 y =f/(x)， 这 样 的 函数 称 为 
显 函 数 (explicit function) ， 但 有 时 会 遇 到 自 变量 x 与 因 变 量 y 之 间 的 函数 /是 由 方程 F(x， 
у) =0 在 一 定 条 件 下 所 确定 的 ， 这 样 的 函数 称 为 隐 范 数 (implicit function ) МЯ, x + 
y =1 和 。” -x+y=0 FREARS ALERA, TERERAA, WAAR a ry =l 
可 化 成 显 函数 y= У — x, AAR 0 (Ы. RR AEA REE, к 
是 无 法 进行 的 .实际 上 隐 范 数 求 导 ， 并 不 需要 将 其 显 化 ， 也 不 需要 引进 新 的 方法 ， 只 要 对 
方程 Р(х,у) =0 两 端 分 别 对 х 进行 求 导 .在 求 导 过 程 中 注意 y 是 x 的 函数 ， 即 视 Р(х,у) 
为 * 的 复合 函数 F(x,f(x) ) ， 然 后 利用 复合 函数 求 导 法 则 求 导 ， 便 可 得 到 函数 y 导数 


例 2-20 ”由 椭圆 方程 所 + =1 确定 的 函数 y= f(x) , R y. 
21 t 


解 对 方程 二 +7 =1 两 边 分 别 关 于 * 求 导 ， | О, 
a 
2x ,27 у 
2 b? 
. 2 
得 y= 2E, ' 
а а y 
注 : 隐 范 数 的 导数 结果 中 人 允许 含有 因 变 量 7 . 


х=0* 





12-21 由 方程 =wy +e MARERA), RAY 
解 ” 对 方程 e = xy +e 两 边 分 别 关 于 % 求 导 ， 





得 y = 一 < 一 





当 x=0 时 ， 由 方程 e =xy +e 解 得 y|,, =1, 所 以 六 上 en. 
例 2-22 生物 群体 总 数 的 生长 规律 为 2 
1+1 
бт + ет" 
其 中 x =x(t) 为 生物 群体 在 上 时 刻 的 总 数 ，7、r、 хо 均 为 带 数 ， 目 />0， 试 求生 长 率 x'(t). 
ВЕ ”此 函数 可 写成 





х + іе" —x(1 +1) =0. 


-对 于 上 式 两 边 分 别 关 于 上 求 导 e, 








x' —rle "x +le "x'=0, 


пе" 





得 xX" = —. 
. 1 +e _ 
上 式 可 进一步 化 成 以 下 两 种 形式 : 
xorl(1 +I)e 一 
或 x' = (r — kx)x (*= 5). 


前 一 种 形式 将 生长 率 *“ (г) 表示 成 时 间 上 的 显 函 数 ; 后 一 _ 种 形式 的 实际 意义 将 会 在 第 五 
章 第 五 节 的 内 容 中 作 进 一 步 的 介绍 . 


六 、 对 数 求 导 法 

对 显 函 数 ， 直 接 求 导 有 时 会 很 麻烦 . 对 其 进行 适当 的 恒 等 变换 ， 将 其 隐 化 ， 然 后 按 隐 
函数 去 求 导 ， 往 往 会 简单 得 多 ， 如 例 2-22. 对 显 函 数 表达 式 两 边 取 自然 对 数 ， 并 利用 对 数 
的 性 质 进 一 步 化 简 ， 将 显 函 数 隐 化 ， 也 是 常见 的 一 种 恒 等 变换 . 采用 这 种 变换 ， 然 后 利用 
隐 函 数 的 求 导 方 法 去 求 导 ， 这 种 求 导 方 法 称 为 对 数 求 导 法 . 适用 这 种 方法 常见 的 函数 有 


" i (x)/,( “fl I 
AORA) (| пз К ЕАН уси (х). | 


























а (а) в, (х) в, (x) Е 
К) Cr +2) 
| 2-23 = /一 一 一 一 一 一 一 ,水 YY. 
例 E РАЖ у (a3) Ce td) ‚Жу О, ‚2 
解 WRX A ,得 | | o. 
шу =--[1п(х-1) +1а(х +2) -ln(x -3) -ln(e +4) ]. 
再 对 上 式 两 边关 于 * 求 导 , .得 | | 
1 ‚_ 1 1 + 2x _ 1 е + 
у” -3 [i х? +2 x-3 a) 
1 1 25 _ 1 _. е* 
тж : -37[( 112.3 х 一 3 =a) 











1 ` G< 1) (а? +2) 1 2х 1 е“ В 
3 ee er +2 x-3 е za): О ' 
БЕ: 用 对 数 求 导 法 求 导 ， 导 数 结果 中 的 y 一 定 用 其 表达 式 代 回 ， 不 允许 含有 7. 
例 2-24 ЕРА у‹= (tanx) ”, R у’. 
解 ” 两 边 取 对 数 ， 得 
lny = sinxlntanx. 
再 对 :上 式 两 边关 于 x 求 导 ， 得 | | ï 


2 ^ = Eo 
вес X. 
x 





—-у' = cosx]ntanx + sinx 


故 y’ = у( cosx]ntanx + secx) = (tanx )®™ (cosxlntanx + secx). 
: 对 于 需 指 函数 y=vxz(x)"  ， 既 可 像 例 2-24 那样 利用 对 数 求 导 法 求 导 ， 也 可 像 例 
2- 将 其 化 为 指数 函数 у =e”"”™?， 利 用 复合 函数 求 导 法则 求 导 : лс. аә. 


七 、 初 等 函数 的 导数 
初等 函数 是 由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 和 有 限 次 的 函数 复合 而 构成 的 仅 由 一 





个 解析 式 表 达 的 函数 . 因此， 利用 前 面 推 得 的 基本 初等 函数 的 导数 ( 称 为 导数 基本 公式 )， 
函数 的 四 则 运算 求 导 法 则 和 复合 函数 的 求 导 法 则 ， 就 完全 可 以 求 出 初等 函数 的 导数 . 这 些 
公式 、 法 则 非常 重要 ， 为 了 便于 查阅 ， 将 导数 公式 、 求 导 法 则 汇总 如 下 : 

(—) 导数 基本 公式 











1. (c)'=0, (c 为 常数 ) 2. (x) =at, (a 为 实数 ) . 
1 , | 
3. (106 х)' = ——, (a >0 H a=1) 4. (lnz) =-- 
xlna x 
5. (a")'=a']na, (а>0 Н а5=1) 6. (e*)' =e 
7. { sinx)’ =cosx . 8. (cosx)'= – ѕіпх 
9. (tanx)’ = ѕес?х 10. (соіх)' = – сѕе?х 
11. (ѕесх)' = ѕесхїапх 12. (сѕсх)' = — сѕсхсоїх 
1 l ` 
13. (arcsinx)' = 14. (агссоѕх)' = – ———— 
^1 —-х^ | 1- - 
i 1 1 
15. (агсіапх)' = > 16. (arccotx)’ = 一 - 
l +х 1 +x 


(二 ) 求 导 法 则 
四 则 运算 求 导 法 则 
设 =ul(x) ,v=v(x) 均 可 导 ， 则 
(1) (и+ь)'/'=и'+>'; 
(2) (e) ш» tu F#3] v =c, (cu)' =си'; 


(3) (2) „==. 特别 =1， (+ =-=, (u>0). 


2. 复合 函数 求 导 法 则 
设 函 数 4=p(x) 在 点 x 处 可 导 ， 而 函数 y=f(u) 在 其 对 应 的 点 &(u = ф(х) ) 处 可 导 ， 且 
复合 函数 y=f(p(x)) 有 意义 ， 则 复合 函数 y S pa ) 在 点 * 处 可 导 ， 且 其 导数 为 
dy_dy du Н „б г,” 
_ dx du ах 或 y m yur 
或 | [/(e(#))]'=f'(e(x)) =/'(ф(х))ф'(х). 
Л. ВИЕ 
函数 y=f(x) 的 导数 y' =/'(х)1{ЛФХЖх 的 函数 ， 我 们 可 以 继续 讨论 f ' Ca) 的 导数 ， 如 
Rf ARR SE, ME НО РКУ RR у = f(x) ВОС 阶 导 数 (second derivative), 记 作 
1 x 
р"), SZ, 9709), 
ах 


类 似 ， 如 果 二 阶 导数 y” = f”(x)u[ s , де = > 的 导数 称 为 РАЖ у = (х) НУ ИЕ third 
derivative), і2/Е . 








y” F Фу d/G) 
7 Д dx’ ағ 
依 此 类 推 ， 若 函数 y = 0х) ВО п -1 阶 导数 仍然 可 导 ， 则 它 的 导数 ， 称 为 f(x) 的 n 阶 导 
数 (n-order derivative) ，’:i 记 作 : | © 
y”, f (а), = Tr ` 
RR y =f(x) ES x АКАН n fr ЕЕ, П (х) Ед x 的 某 一 邻 域内 一 定 具有 一 切 低 于 











п 除 的 导数 .二 阶 以 及 二 阶 以 上 的 导数 ， 统 称 为 高 阶 导 数 (higher derivative). 

质点 做 变速 直线 运动 的 运动 规律 ( 函数 )' 是 sss(t) ， 则 s(t) 的 导数 是 质点 在 t 时刻 的 
瞬时 速度 ， 即 v(t) =s'(t). 速度 v(t) 对 时 间 : 的 变化 率 (v(1) 的 导数 ) 是 质点 在 1 时刻 的 加 
Ж, а=» (t) = (s"Ct))'=s"(t). 也 就 是 说 s(t) 的 二 阶 导 数 为 加 速度 ， 这 便 是 二 阶 导 
数 的 物理 意义 . ⁄ 

例 2-2S EA n 次 多 项 式 P,(x) =а„х" + ах?! +- +d, sË P(x) 的 各 阶 导 数 . 

解 P'(x) =паух" +(n-l)a,x" +4. +а„_\› 

Р(х)=п(п-—-1 Jax"? +(n-—1)(n—2)a, x" +. “*++2а,„_,. 

在 求 导 次 数 小 于 等 于 nn 时， 多 项 式 求 导 仍 为 多 项 式 ， 且 每 求 一 次 导数 ，P, (x) 的 次 数 

降低 一 次 ， 不 难得 到 Р, (х) йб п 阶 导 数 是 
Р (х) =п(љ -1).…2 + lao = ња, 

而 PUP (ж) РИ (ж) = =0. 
于是, п 次 多 项 式 Р,(х) 的” 阶 导数 是 常数 nta, BS n 阶 的 导数 皆 为 0 

例 2-26 已 知 指数 函数 y=e™(a 为 常数 ) Ry”. 

解 y ae”, y aae", у" =a e", 
一 般 地 ， 有 y" =a"e%. 

例 2-27. E AIEI% y = sinx, 3R y”. 


解 у' = (sinz)” = соз sin[% +), 
y = [sn (z+ 2)] = соз (2+7) =sin (*+2 ° >), 
ne 
一 般 地 ， 有 (sinx) =y® =sin (*+n， >): 


HME, А49 ( cosx)° ” = cos (* +n ° >): 


Hi 2-28 197718 y = xe" MERIAN y = f(x), Уу”. , 
解 ХВ у = хе” 两 边关 于 x 求 导 ， 得 


у = e* +хе'у', 








整理 得 y = -一 一 = 一 一 
l -xe l-y 
` ” : е? ' у'(1 =y) — е’ ( -Y ') 
于 是 о (g) «000 сето 
1 -у (1-у)2 
2-у`,, 2-у ， Ká (2 — y) e> 





ER y"BF, Н] ЛУ у =e" +xey' 两 边关 于 x 求 导 ， 得 


y.” 


у" = ey +е”у' + xe” (у')? + хе?у", 


е? 
2 + x 一 一 一 
P Y, 2 + , _ I _ ) 2 — 2y 
整理 得 у" Sy (2 +жу) _ ЕТ y 1-у/ _‹2-›)е” 
l = xe 1-у . (G =y) 


九 、 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 求 导 法 则 


表达 畏 数 关系 的 方法 有 很 多 种 ， 有 以 y =f(x) 形 式 给 出 的 ， 有 由 方程 F(x,y) =0 确定 
的 等 等 下面 再 介绍 一 种 以 参 变 量 的 形式 给 出 的 函数 关系 ， 并 讨论 它 的 导数 问题 . 
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假定 参数 方程 d | r. 


Wan 
ly=7(z) 
可 以 确定 函数 y=/(x)《 即 =f(x) TWB y = y(t) ,5=x~(x) 所 复合 的 复合 函数 )， 并 
HIRT х =х(1), у= у(г) а, Hx (2) 50, ШИРА ЭЕ РАЛЕ х пре, НЕ РА 
Ж Д М Б ра АУ) НЕШ, 845 27 

ау _ dy dt ду луб) 

ах dt ах dt dx x'() 


dt 
dy _2 х) -7 
ap Жо | | (2-7) 
可 以 进一步 求 出 其 二 阶 导数 : Б | ` 
н OPO YOLO (2-8) 
бах Т? | л 


A Фу 


公式 (2-7) (2-8) 书写 时 ，- ‚ йена Р + 的 表达 式 ， 实际 上 ， 它 应 是 * BU EE 


数 ， 可 由 参数 方程 


x =x(t) x = x(t) 
ау yG, {Фу у") GY ут (г) а" (0) 
ах x'(t) ах? [x'( t) р 


RIR [ШЕ , РЕЖ y = f(x) 的 一 阶 导数 ， 就 是 利用 参数 方程 于 公式 对 业 百 求 一 阶 导数 
便 可 得 到 其 二 阶 导数 结果 ， 因此 公式 (2- в) 无 需 记 忆 . 
例 2-29 已 知 参数 方程 人 “=, 32 
y = 1 一 cost dx 


Ñ ”由 公式 (2-7) (2-8), 1% 


一 一 一 = = cot 
dx x'(t) 1 - cost t 


d2 dy y(t)xWx (£ -y TELE соѕі(1 — cost) = sintsint 1 1 ¿ t 
=— === -一 一 = 一 一 csc —, 
ах? [х'(2) ]° ` (1 — cost)’ (1 — cost)? 4 2 
дуу” l t 
— 一 -一 csc” — 
Фу а ау (2), 2 2 1 t 
或 а) = 一 一 =——— = 一 一 csc -一 
ах? dx\dx x, 1 — cost 4 2 





1. 下 列 求 导 计算 中 有 无 错误 ， 若 有 错误 ， 错 误 何在 ? 


. . 1 
(1) РА у =1п(1 -х), Ду =; 


ЕЕЕ 
[БЕ 
шие 


(2) RAR у=х*, HU y'= X. zl 


xcosx + пх 1 


(3) my = +, wy = +; 
x 2 


(4) жй yet, 则 | y =e ye _ Е | | i ' ч 
| 
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“Ж 2. 下 列 命题 中 有 无 错误 ， 若 有 错误 ， 错 误 何在 ? 
(1) EË y=u[sz)u(z) , Н и(х), о(х) 978, My =u (x)v(x); 
(2) у= и(х)о('), Buf), (xz) а, мутна +u(x)=”"x) ; 


(3 


w 


RAR yfl) х= (у) БВА, дуу" (z) = 7 у 


(4) 函数 /xz) 在 点 xo 处 可 导 ， 而 函数 g{(x) 在 点 x。 处 不 可 导 ， 则 /(x) +g(x) EA x, 处 不 可 导 ; 
(5) Ах). (х) х 处 都 不 可 导 ， 则 f(x) +g(x rx x, 处 也 不 可 导 #; 
(6) В (х). а(х) ER x Ае, (х). (х) х, 处 均 可 导 . 


н 


awasi 


第 = 节 微分 . 


通过 导数 ， 我 们 研究 了 函数 变化 率 的 大 小 ， ma Ах—›0 时 的 极限 ， 并 未 研究 函数 


WE Ay 本 身 ， 租 在 许多 实际 问题 中 ， 我 们 常常 需要 研究 在 自 变量 发 生 微小 变化 时 函数 
的 增 量 Ay 的 大 小 ， 一 般 说 来 ，Ay 是 Ax 的 复杂 的 函数 ， 要 计算 其 精确 值 是 非常 常 困难 的 . 
例如 ， 对 简单 的 函数 y=x*， 要 计算 Ду = (x + Дх)? -对 是 相当 麻烦 的 ， 我 们 可 以 利用 微分 
(关于 Ах 的 线性 函数 ) 来 近似 计算 Ay， 这 样 计算 既 简 单 又 有 较 好 的 精确 度 . 

” 先 分 析 两 个 实例 ， 从 而 引出 微分 学 另 一 基本 概念 一 一 微分 . 

1. 面积 的 改变 量 
一 块 正方 形 金属 薄片 受 温度 变化 的 影响 ， 边 长 由 x, 变 到 л + Ax， 问 此 薄片 的 面积 改 
变 了 多少 ? 
设 此 薄片 的 边 长 为 x， 则 薄片 的 面积 S=, ， 面 积 的 增 量 为 
AS = (x, + Ах)? — xó =2x Ax + (Дх)?, 

上 式 中 右边 由 两 部 分 构成 ， 第 一 部 分 2xoAx 是 Ax 的 线性 
函数 ， 即 图 2-3 中 两 个 小 矩形 面积 之 和 ;， 第 二 部 分 (Ax)? 
是 当 Ax 一 0 时 关于 Ах 的 高 阶 无 穷 小 量 ， 即 图 2-3 中 右上 角 
小 正方 形 的 面积 、 因此 ,第 一 部 分 2xoAx 是 主要 部 分 ; 第 
二 部 分 (Ax)* 是 次 要 部 分 ， 当 |Ax | 很 小 时 我 们 可 以 忽略 这 
一 部 分 ， 而 以 其 线性 主要 部 分 来 近似 代替 面积 的 增 量 AS, 
EI] AS =2x, Ax. 

2 自由 落体 运动 的 路 程 改 变量 
自由 落体 运动 的 路 程 s 与 时 间 г 的 关系 是 








$ =a. ' | > 
当时 间 从 所 变化 到 mm + Де BT, PERE s 有 相应 增 量 
As = е + An) Lon = gr^t + Lg (An. y 
上 式 右边 第 一 部 分 gt At At 的 线性 函数 ， 第 二 部 分 六 g (A)? 是 当 At—0 时 关于 At 的 一 


个 高 阶 无 穷 小 量 ， 因 些 当 |Ai| 很 小 时 ， 我们 可 以 忽略 第 二 部 分 ， 而 得 到 路 程 的 增 量 As 的 
近似 值 : As= zt, At. 





上 面 两 例 所 代表 的 实际 意义 虽然 不 同 ， 但 其 数学 表达 的 形式 完全 相同 抛 开 它们 的 具 
体 实际 意义 ， 把 这 种 数学 形式 抽象 出 来 . зри y = (х), НДЕ ERFT, ра КАЈ Е 
Ay 总 可 以 写成 关于 ,Ax 的 线性 函数 与 关于 Ах 的 高 阶 无 穷 小 量 之 和 ， 即 表示 为 

Лу = АДх +о(Ах), 
其 中 4 是 不 依赖 于 Ax 的 常数 ， 因 此 4Ax Ж Ax 的 线性 函数 ， 且 它 与 Ay 之 差 
Ду — АДх =o( Ах) o 
是 比 Ах 高 阶 的 无 穷 小 ， 所 以 ， 当 4z0， 且 |Ax | 很 小 时 ， 我们 就 可 以 用 4Ax 近似 地 来 代替 
Ay, 8р 
Ay=AAx, 

这 时 ААх 就 有 了 特殊 的 意义 . | 

ENM 2-2 RER у =/(х) ER ху 的 某 邻 域内 有 定义 ， 给 自 变 量 x 以 增 量 Ax(x + Ах 
在 该 邻 域内 ) ， 如 果 函 数 的 增 量 

Ау =f(x + Axz)—.f( xo) 
可 表示 为 | 
-- Ау=ААх-+о( Ax) (2-9) 
其 中 4 是 不 依赖 于 Ax 的 常数 ， 而 o( Ах) ЕҤ Ax 高 阶 的 无 穷 小 量 ( 当 Ax—0 时 ) ， 那 么 称 
Ў у = f( x) ХЕ EX. xo 处 是 可 微 的 ( differentiable ) ‚ АДх HH Í PE kk y = f( x) 24 хо 的 微分 
( differential ) , 记 作 dy, Вр | | 
dy =AAx _ ( 2-10) 

若 函 数 y =Kx) 的 增 量 Лу 不 能 写成 (2-9) 式 的 形式 ， PETEA y=f(x) EA xo 处 不 可 
К. KR y SS ax) EIER х 的 微分 ， 称 为 函数 的 微分 ， 记 作 dy 或 d/( <). 

下 面 ， 我 们 讨论 对 任意 点 x*， 在 A(x) 可 微 时 ， 常 数 4 的 取 值 . 

定理 2-3 车 函数 y=/(x) 在 点 x 处 可 微 ， 则 函数 y=f(%) 在 点 x 处 可 导 , 且 /'(x) = 
A, В dy = f '( x) Ax. 

证 明 ЖЕРЕ у= (х) ТЕ х 处 可 微 ， 则 有 

Ay=AAx+o(Ax), 


一 Ay o( Ax) 
— = А +———, 
因而 Ax Ax 
故 НУ = lim m|4 + ot | =А + lim ol Ах) = À. 
А-0 Д Ах Ax 


Вр y =f(%x) 在 点 x 处 可 导 , 且 f(x) =A, BD dy=f' (x) Ax. 

根据 上 述 分 析 ， 可 知 微分 具有 以 下 两 个 重要 性 质 : 

(1) 函数 微分 dy 与 自 变量 的 增 量 Ах 成 正比 ， 即 dy 是 Ax 的 线性 函数 ; 

(2) ` Ax—0 时 ， 函 数 的 微分 dy 与 函数 的 增 量 Ay 相差 一 个 高 阶 无 穷 小 量 ， 或 者 说 ， 
dy 是 在 Ay 中 忽略 高 阶 无 穷 小 后 所 剩 的 主要 部 分 . 

由 此 ， 通 常 将 微分 dy 叫做 函数 增 量 Лу 的 线性 主 部 ， 它 是 研究 函数 微小 增 量 的 有 力 工 
具 ， 在 整个 微 积 分 学 中 起 着 重要 的 作用 . | 

由 微分 的 定义 与 定理 2-3 可 知 ， 只 要 求 出 导数 ， 微 分 也 就 求 出 来 了 ， 因 此 求 微分 的 问 
题 ， 可 归结 为 求 导 数 的 问题 ， 故 求 导 数 的 的 方法 又 叫做 微分 法 . 

为 了 对 微分 这 一 概念 有 比较 直观 的 了 解 ， 我 们 来 看 看 微分 的 几何 意义 . 

如 图 2-4， 在 横 坐 标 上 取 一 点 x， 给 其 增 量 Ax， 得 横 坐 标 上 另 二 点 x。+ Ах, юеш 
线 y= 所 x) 上 相应 的 点 分 别 为 M(xo,f(xo)) 和 M(xo + Ах, (х, + Ах)). 可知 MN = Ах, 
MN = Ду. 


ж" 

















过 M, 点 做 切线 M.T, MoT X EER MN 
FP 点 其 斜率 为 tano, Л 
И PN = М,М · tana = Axf ' (х) = dy. 
НШ, В у= / (х) Ел хо 的 微分 等 于 曲 Wu WE 
25 y = 作 *) 在 该 点 切线 的 纵 坐 标的 增 量 . 

Е, Ара АУУ dy 近似 代替 函数 
的 增 量 Ay， 就 是 用 点 M, 处 切线 的 纵 坐 标 >P 
的 增 量 :PN 近似 代替 曲线 f(x) SA ЧА АЧА 
FE MN， 且 误差 为 МР = MN -PN = Ду -dy 
=o( Ax). 

Щщ |Ax|4E 38, Ду - ау Њ [Ах 1А 
得 多 ， 因 此 ，M, 点 附近 ,可 以 用 切线 自 


MP 上 的 点 近似 代替 曲线 段 Wo 和 上 相应 的 点 ， 即 用 切线 段 MP 近似 代替 曲线 自生 , 放 ， 称 之 
为 局 部 “以 直 代 曲 ”. 


二 、 微 分 与 导数 的 关系 


由 定理 2-3 我 们 得 到 ， 函 数 y = Уа) 着 可 微 ， 则 它 在 对 应 点 (或 区 间 ) 必 可 导 ， 且 ` 
| dy.= f '(x) Ах. 
EZ, Су = 0х) НГ, БЫ у(х) ЖЕНИ, ЖГ, ИНГ 4 的 取 值 又 如 何 . 
定理 2-4 ERP yf) ER a 处 可 导 ， 则 函数 y = (л) 在 点 x 处 可 微 ， 且 4 = 
f'(x), BI dy =f' (x) Ax. 
证 明 ”车 函数 y=f(x) 在 点 * 处 可 导 ， 则 有 
A 
lm =” (a) 


”根据 极限 与 无 穷 小 的 关系 ， 当 Ax 一 0 时 ， 有 


f(x) +a 


y 





2-4 


Вр Ay =f '(х) Ах + аАх, 其 中 lima =0. 
由 «Ах =o(Ax), f'(x) жу Ax 无 关 的 常数 记 为 4， 故 上 式 相 当 于 Ay =ААх +o(Ax)， 所 
Д у=) ТЕ х 处 可 微 , В.А =7' (х), BP dy=/f'(x)Az. 
НАГ, РАЖ y = f(x) Ж x 处 可 微 的 充分 必要 条 件 是 函数 y=x) 在 点 x 处 可 导 ， 
并 且 4 =/'(x) ， 于 是 函数 (x) 的 微分 dy 可 以 写成 
dy =f'(xYAx. 
我 们 再 由 自 变 量 的 微分 与 函数 增 量 的 关系 ,来 研究 函数 (x) =x 的 微分 由 于 f '(x) =1, 
所 以 
ах = (x) 'Ах = Ax. 
此 式 说 明 ， 自 变量 的 微分 等 于 自 变 量 的 增 量 .从 而 可 得 微分 公式 . 
dy=f’'(x)dx: 7 | - (2-11 ) 
可 写成 


а), 


РАР УС х) BJ SPS f ' (x) 等 于 函数 的 微分 dy 与 自 变 量 的 微分 dx 的 商 ， 因 此 导数 亦 称 为 








$j ( differential quotient) 就 源 于 此 . 曾 用 学 表 示 FH, ЯБ 时 学 是 作为 一 个 整体 符号 使 用 
的 ， 它 并 不 具有 商 的 意义 . 当 引 入 微分 的 概念 之 后 ， 这 一 符号 才 有 商 的 含义 ， 这 一 点 在 分 
析 运 算 中 ， 会 给 我 们 带 来 很 大 方便 . ,+ | с, з 

三 、 微 分 的 基本 公式 与 法 则 i ^ 


从 公式 (2-11) 可 知 ， 求 函数 y=/(%) 的 微分 ， 只 要 求 出 函数 的 导数 后 再 乘 以 自 变量 的 
每 分 即 可 ， 因 此， 根据 函数 的 导数 基本 公式 ， 可 以 得 到 微分 的 基本 公式 ;根据 求 导 法 则 ， 
可 以 得 到 求 微 分 法 则 “我们 将 微分 的 基本 公式 及 微分 法 则 汇总 如 下 . | 


(—) 微分 的 基本 公式 | | 
l. ас=0, (c 为 常数 ) 2. ах" tax da, (о 为 实数 ) 


+ 





1 . 1 
3. dlog,x = dx, (a >0 H a1) 4. dlnx = 一 -dx 
- xlna x 








5. da = апайх, (а >0 Н аэ1) б. de" = e*dx 
7. dsinx = cosxdx 8. dcosx = – sinxdx 
9. dtanx = sec’xdx 10. dcotx = — сзс2 хах ` к. | М 
11. dsecx = secxtanxdx 12. dcscx = — сѕсхсоіхах 
I | 1 
13. darcsinx = 一 一 -一 dx 14. darccosx = — —— dx 
1 — x° | /1 — x° 
15. darctanx = dx . 16. darccotx = -一 ~ dx F 
| 1 +22 1 + x? 
| <. . 
(二 ) 求 微分 法 则 , - 
l. d(u +v) = du + do; | / | | 
2. d(uv) =vdu + udv, d(cu) =cdu; 
du — ud 1 d 
3. а 2.200 исо а = – 52, (090). 
v v? v v? 
BI 2-30 BIR у=а -x， 求 在 x =2 时 函数 的 微分 dy. 
解 由 于 y =3x -1， 于 是 7 | ,., =11， : 


4 ть 


所 以 dy=y'| dx =114х. | | 

例 2-31 Сар у = e° +x°sinx, ЕЁ dy. 

# 法 1 由 微分 公式 (2-11 ) 直 接 求 得 . 

因为 у’ =е* +2xsinx +x`cosx, ， 所 以 dy = (е* +2xsinx + x` cosx ) dx. оа 

法 2 dy = 4(е*) +d(x’sinx) = e" dx + sinxdx2 + х2 dsinx | 
=e dx + 2xsinxdx + х°совхйх = (е* + 2xsinx + x”cosx) ах. 

012-32 Бр y=, REx=1 ‚ Ах =0. 01 时 的 函数 增 量 Ay 与 微分 ау. ' 

解 Ay=(z+Ax) =x = (1 +0. 01)? — 12? =0. 0201. 

y'=2x, y'|,., =2， 则 有 | | 
‚1245 =2 х0. 01 = 0. 02. ” 





ау = у’ 
四 、 一 阶 微分 形式 不 变性 


ВЕРЕ у =f(x) 有 导数 ， 则 有 
(1) Æx HATEN, 显然 dy =f'(x)dx; 





(2) 若 * 为 中 间 变 量 ， 是 另 一 自 变量 上 的 可 微 函 数 x = p (t) ， 因 而 函数 y 成 为 上 的 复合 
函数 ， 根 据 复合 函数 的 微分 法 ，y 对 自 变量 с 的 导数 为 | 


d t 
y == (к) фи (t), 


于 是 dy=f'(x)e' (t) dt. 


又 因为 L ， p(t) dt= dx: 
所 以 dy =f "(x) ах. 


RE, EEr 为 自 变 量 还 是 中 间 变 量 ， 函 数 y = f(x) 的 微分 形式 总 是 不 变 的 ， 即 dy = 
了 f(x)dx， 这 种 性 质 叫 做 一 阶 微分 形式 的 不 变性 . | | 

由 此 可 知 ， 基 本 初等 函数 的 微分 公式 ， 其 意义 也 可 加 以 推广 ， 壁 如，d (tanu) = 
ѕес^ийи, d(e") =e"du $, ZE, u HAALEAA, 也 可 以 是 一 个 函数 ， 这 对 于 求 
复合 函数 的 微分 十 分 方便 . | 

例 2-33 EAR y=, 3R dy. | 

f “u =a +bx+c, M| y=e", Ék y E x 的 复合 函数 ， 利 用 微分 形式 不 变性 ， 得 

ау = (e") 'du = e"du = е*'%*( ax? +bx + c) 'dx = е*****° ( 2 ax + b) dx. 

在 求 复 合 函 数 微 分 时 ， 可 以 不 把 中 间 变 量 写 出 来 ， 而 直接 利用 微分 形式 的 不 变性 求 其 
微分 . 

例 2-34 Ер у= (х +x+2), 3R dy. 

2х +1 

x +x + 2 
例 2-35 已 知 函 数 y = e"“cosx, ， 求 dy. - 


解 dy = cosxde™™ + e"”"dcosx = cosxe™ dsinx — еї“ sinxdx 


解 dy=(ln(x? +x +2))'d(æ +x +2) = 


上 上 


= cos’ хе" dx — esinxdx = ( сов^х.— sing )e™ dx, 
2-36 ”在 下 列 等 式 的 括号 中 填 人 适当 函数 ， 使 其 等 式 成 立 . 
(1) d( ) =хах; (2) 4( ) =е*ах(А 0). 


# (1) 因为 ч = (Za) ax, 所 以 d (Z) =хах, 一 般 有 d (Z + = хах: 


À r À 
е** е** 


(о) 因为 e“ dx = (<) ах, 所 以 d (5) = dx, | 一 般 有 d (< +e) = ех. 


k 


五 、 微 分 在 近似 计算 中 的 应 用 


由 函数 y =f(x) 在 点 xo 处 可 微 知 道 : f(x) -flxo) = (х) (x 一 x6) +о(х-х). TIR, 
曲线 y=f(x) 在 点 (xo „/Сҗ,) ) 的 切线 方程 为 Kx) -f(xo) Sf! Ca) (хх -和 )， 也 就 是 说 ， 在 点 
хо 附近 ， 可 以 用 切线 近似 代替 曲线 ， 即 人 们 常 说 的 “以 直 代 曲 ” 从 而 f(x) 可 以 用 f(x,) 
+f’ Cæ) (х 一 xo) 来 近似 计算 ， 即 当 |x -x | 很 小 时 ， 有 

f(x) =f x) +f (к) (x — xo). 
W Ax =х—х,, A | 
f(xo + Ах) =f(xo) +f (xo) Ах. 
车 取 x。=0， 即 |x| 很 小 时 ， 有 
Кх) =f(0) +f'(0)x. 
因此 ， 当 1x*| 很 小 时 ， 可 推出 下 列 近 似 公 式 ; | 
(1) =I +x; (2) ln(1+x) =x; (3) sinx=x(x 用 弧度 单位 ); 
(4) tanx а(х 用 弧度 单位 ); (5) (1+х)°==1 жол, 特别 a = 一 时， УТ Fil + x. 


п 








2-37 计算 v1003 的 近似 值 . 
解 法 1 令 f(x) = /x, Rari Ax =0. 003. 


f'(x) =— ESA) =1, f' (1) =, 
T 


x 
于 是 V1.003 =/(1.003) =/(1) +7'(1) x0. 003 =1+— х0 003 = 1. 001. 
法 2 令 f(x) = /1+x, /1.003 = /l+0.003, 这 里 |x| =0.003 比较 小 ， 可 利用 上 面 
近似 公式 (5)(m =3) УТ +х==1 +=, 于 是 


+ 


1 
12003.21 + = х0. 003 =1. 001. 


012-38 在 半径 为 1 厘米 的 铁 球 表面 镀 上 一 雇 厚 度 为 0.01 厘米 的 纯 铜 ， 试 计算 大 约 
需要 多 少 铜 ( 铜 的 密度 为 8.9 克 / 厘 米 ’)? | 

解 ”半径 为 尺 的 球 的 体积 公式 为 了 = т, 4Ẹ V =4 x R°. 

BR =1, ДЕ =0.01， 则 大 约 需 要 纯 铜 的 体积 ， 即 球 的 体积 的 增 量 


AV= У (А) ДЕ =4 7 К АК =4 х3. 14 х1? х0. 01 =0.1256 JEX? | 
大 约 需 要 纯 钢 M =pAV=8.9 х0. 1256 ==1. 118( r). 





L 函数 y=-/(4) 在 点 处 可 微 ， 当 | Az | 很 小 时 ， 为 什么 可 用 ду 近似 地 表示 Ду? 优越 性 何在 ? 
2. 回答 下 列 问题 
(1) у=) 在 点 * 处 可 微 ， 试 问 函数 y =) 在 点 * 处 是 否 连续 ， 为 什么 ? 
___(2) 函数 y=/{*) 在 点 «处 连续 ， 试 问 函数 y=/{*) 在 点 х 处 是 否 可 微 ， 为 什么 ? 
D “3. 函数 y=f(*) 在 点 z 处 可 微 ， 是 否 一 定 有 函数 的 增 量 大 于 函数 的 微分 ， 即 Ay > ау? 








第 四 节 导数 的 应 用 


本 节 将 利用 导数 来 进 _- 一 步 研究 函数 的 性 质 和 函数 复线 的 革 些 性 态 并 利用 这 些 知识 来 
解决 一 些 实 际 问题 .下面 介 绍 在 微分 学 中 非常 重要 的 中 值 定理 一 一 Lagrange 中 值 定理 . 


、Lagrange 中 值 定理 


定理 2-5 如 果 函 数 y = (z) 在 闭 区 间 [ а, b] 上 连续 ， 在 开 区 间 (a,5) 上 可 导 ， 则 在 开 
区 间 (a,b) 内 至 少 存在 一 点 (a <£ <Ь), 使 下 面 等 式 成 立 
Fb) -fla) =f’ CE) (b-a), (а<ё<ьЬ) 


或 О 
证 明 从 略 ， 解 释 一 下 其 几何 意义 ， 图 2-5 F, Т Lab] ERR y =/(х), hi 
W A(a,fGa)). BOS 做 制 线 ， 其 斜率 为 hy = (e). Lagrange 中 值 定理 说 


‚ (a <é <b). А i (2-12) 


ВН, MRERHRMAB, RRA, ЖЕЛЁЛЕЛЕЖДЕ ЕГЕР x 轴 的 切线 ， 则 在 这 弧 信 上 至 少 











能 找到 一 点 P， 使 得 曲线 在 点 了 的 切线 平行 于 市 线 y 
4B， 即 它们 的 斜率 相等 [ 

再 看 物理 意义 ， 若 变速 直线 运动 的 路 程 函 数 y = 
f(+) 在 [4,56] 上 连续 ，(a,5) 内 可 导 ， 则 在 时 间 区 间 
(а,Ь) 内 至 少 存在 一 时 刻 &， 使 时 刻 & 的 瞬时 速度 /7 
(г) 等 于 时 间 (a， 6) 内 的 平均 速度 全 一 全 全 

值得 注意 ，Lagrange 中 值 定理 中 的 两 个 条 件 , 车 有 

一 个 不 满足 ， 则 定理 的 结论 就 可 能 不 成 立 ， 如 图 2-6 | | 
Ca) 中 函数 y Aa) Га, Б) EARB; (Ьу 图 24 W 
SACO (арун ЕГЕН ж, ДЫНАН (=) Еа b) Равна, 使 该 点 的 切 
线 平 行 于 割 线 AB. 








(a) 


2-6 


但 易 知 ， 不 满足 Lagrange 中 值 定理 的 两 个 条 件 ， 也 可 能 有 此 结论 

Lagrange 中 值 定理 亦 称 微分 中 值 定理 . 它 是 利用 导数 的 局 部 性 研究 函数 整体 性 的 重要 
工具 ， 它 是 沟通 函数 与 其 导数 之 间 的 桥梁 ， 因 此 ， 它 是 微 积分 学 中 的 重要 定理 . 

推论 1 Ж (х) ТЕ (а, Б) ATE, НУ (х) =0， 则 f(x) =с(с 为 常数 ). 

推论 2 Я (х). вх) (а, b) рур, 且 f'(x) =g (x), MH f(x) =g(x) +с(с 
为 常数 ). 


Z., L'Hospital 法 则 
如 果 当 x 一 xo Б, РА (х). а(х) 均 为 无 穷 小 量 ( 或 无 穷 大 量 )， 即 它们 的 极限 


limf(x) =0( 或 w )，limg(x) =0( 或 w ) ， 那 么 极限 lim 全 可 能 存在 ， 也 可 能 不 存在 ， 通 





党 将 这 种 极限 叫做 不 定式 (未 定式 ) ， 分 别 记 作 T 或 半 ， 其 中 约定 用 “0” 表 示 无 穷 小 量 ， 


人 


用 “ww ”表示 无 穷 大 量 ， 因 此 , 计算 0 珀 全 型 的 极限 都 要 根据 西 数 的 不 同类 型 选用 相应 的 


方法 ， 而 L'Hospital знат аиттан ола 
个 定式 还 有 其 他 几 种 类 型 0 . =, 1°, 0°, о". о — о 等， 其 中 约定 用 “1” 表示 为 


以 1 为 极限 的 函数 . 这 五 种 不 定式 缘 可 化 为 或 型 下 面 介绍 L'Hospital WI. | 


定理 2-6 WER) 与 g(x) 满 足下 列 条 件 : ° 














(1) 当 x 一 xo 时， 函数 xz) 和 SCxz) 都 趋 于 0 或 都 趋 于 无 穷 大 ; 
(2) 当 x 一 xo H, f'(x) F g (O RFE, A g'(x) 0; : 


(3) lim 万 2) 存在 或 无 穷 大 ; 
g'(x) | 
' | im 622 = ип (2 
则 ! g(x) =! g'(x) > 


以 上 所 述 中 的 x 一 wo PIIR хэл, I x— IX д» — со БИЙ y + оо ЫЙ хоо. 
公式 (2-13) 说 明 , 在 一 定 条 件 下 ， 可 将 两 个 函数 比 的 极限 化 为 这 两 个 函数 导数 比 的 极 
限 ， 这 种 求 不 定式 的 方法 ， 称 为 L'Hospital 法 则 ，、 当 导数 比 的 极限 仍 是 不 定式 ，. 且 满足 定 


理 中 的 条 件 ， 则 可 继续 使 用 L'Hospital ТЕШ, BP 


lim LE lim jm) 
g(x) g'(x) g”(x) 
直到 它 不 再 是 不 定式 或 不 满足 定理 2-6 的 条 件 为 止 . 


x — sinx 


例 2-39 іт 
х) 


解 这 是 一 型 不 定式 ; 由 L'Hospital 法 则 ， 有 






























































1 `, 
0 Ü 
一 -一 开 ! — 
. X—sinx 0 . 1 -cosx 0 . sinx 1 
lim li lim = -一 -. 
1-0 д5 5-0 342 х-0 6x 6 
rŠ 
Л 
Ф] 2-40 求 lim 工 二 <arctanx 
x— +w | 1 +х 
п 
x 
0 
解 这 是 7 型 不 定式 ， 由 L'Hospital 法 则 ， 有 
O 2 
Z —2arctanx 0 1 + x 
lim 二 一人 lim tn lim Ž =2. 
x— + % In 1 +x х + % 1 1 x— += ] + x 
x l +x x 
1 
Ф] 2-41 求 lim 一 (a >0). 
1x— + 0% х 
© 
解 这 是 一 型 不 定式 ， ЕН L'Hospital W, 有 
= і 
Ї 
lim 一 = lim —— = lim — =0. 
х—» + 00 x | r+ qa x— + % аҳ 
х" - 
12-42 求 lim —, (n 为 正 整数 ,A >0). 
x— + o А 
ú с© | | ` 
解 这 是 一 型 不 定式 ， ЕҢ L'Hospital =), 有 ` 
的 © © _ со 
. x © . пх?! ос 型 . n(n —-1 )x" "2 二 型 © 38 А п! 
lim — lim 一 一 lim ———Š.- lim 
2—0 +90 e х + 06 Ле д» + со А е х.ж ел 


Bj 2-43 Ж ахах (а> 0. 
д0) + 














© 型 不 定式 ， 将 其 化 为 一 型 不 定式 ， H L'Hospital 法 则 ， 得 








ЭЭ ”这 是 0 ， 
ы 1 
‚ 0. zx 型 ых œ ‚ x . x. 
lim хах == im — im —— = — lim = 0. 
x—0 + x—0 ty х0 + 一 CC “° x—0+ a 
í ` 


例 2-44 求 lim( secx 一 tanx ). 
mra 


解 ” 这 是 % — 型 不 定式 ， 将 其 化 为 二 型 ， 由 L'Hospital 法 则 ， 得 











0 
= Ж ] — o — 
lim ( secx — tanx ) = ° jin sny lim cosy =0. 
x=% х=” cosx 5—2 — sinx 
B) 2-45 5 lim <. ` 
使 Iny 的 极限 为 


解 法 1 这 是 w" 型 不 定式 , (у= ат, 两边 取 对 数 ， 得 ny = 至 ， 


一 型 不 定式 ， ЕН L'Hospital 法 则 ， 得 











© 1 
. . . [nx >% =, 
lim Iny = lim —— lim- =0, 
x— + со x= +t Ж xX— + % 
1 Шт lny i 
=e’ =1. 


lim хх =e” 


于 是 x— + с 
法 2 这 是 = 型 不 定式 ， 将 其 指数 化 ， 使 其 指数 部 分 的 极限 为 二 型 不 定式 ， 再 用 此 


Hospital 法 则 ， 得 











Inx 1 一 型 x 
L -一 im 22 © lim — 
lim xx = lim e* =е x =e"! е0 =1 
Bj 2-46 >F limx:“. 
x— + 
4 h | 
解 ” 这 是 0" 型 不 定式 ， 令 y ， 两 边 取 对 数 ， 得 Iny =xlnx = 一 fE Iny 的 极限 
ж 
为 二 型 不 定式 ， ЕН L'Hospital 法 则 ， 得 | ` 
5. 1 
I 
limlny = іт 一 -一 lim = — limy =0, 
х4) + 1—=0+ 1 x— + x—0 + 
— 72 
х x 
于 是 limx” = е" = е? = 1 
хэ) + 


1 
Bij 2-47 求 limxi-x. 


解 ” 这 是 1" 型 不 定式 ， 令 y=x 王 ， 两 边 取 对 数 ， 得 lny = 上， 使 Iny 的 极限 为 一 型 





不 定式 ， 由 L'Hospital 法 则 ， 得 
. 0 | 1 
о” > 





lim 


x—İ — 1 








41 


42 











lim Iny- _ г. 
=e 


于 是 t . пат -y 一 es 一 | 











х1 
例 2-48 说 明 下 列 极 限 存在 ， 但 不 能 使 用 L' Hospital 法 则 
(1) lim 2818, (2) Бъ, | 
х=» + 00 x +e te 
解 (1) hF lim 27 2 lim Е +55) =1 + lim 222 
sre д х += x к + > 
1 . ` | 
又 因为 lim 一 =0，|sinx| <1， 所 以 lim ”=0， 因 此 ，lim steme z 1. 
x— + 00 x x— + 的 4o | 
. , | | К | 
因为 lim (х + эшл) = ]im Lon = lim (1 + cosx) 不 存在 ， 且 不 是 无 穷 大 ， 所 以 它 不 
+ 9% х х + 9 x— + o | 


x + sinx 


满足 L' Hospital W% W| Яз = Ж Ж 11. АХ Л ВЕ £B HJ L' Hospital $ W, BP im ——— я 


(х +sinx)’ 
m 一 一 一 一 一 一 . 





























x— + % x 
x 1 _ – 25 

(2) lim = lim _ =]. 

“toe +e * mta] +e 

2y ® у 
е © 7 e” © . —e ' РА У ` 

因为 lim 一 一 一 lim ———— lim 一 一 一 ， 出 现 了 循环 的 情况 ， 无 法 确定 原 

y +m o + x+ e” ‘о ж + o 


极限 是 否 存 在 ， 故 不 能 使 用 L'Hospital 法 则 . 

” 例 2-45、 例 2-46、 例 2-47 三 个 极限 均 为 矫 指 函数 (x)“” 的 极限 ， 且 为 不 定式 极限 . 
应 先 令 y =f (x)*”， 两 边 取 对 数 Iny = g (x) IWf(x)， 然 后 求 sg(*)Inf(x) 的 极限 (此 极限 为 

”的 极限 )， 即 求 lny 的 极限 ， 从 而 可 求 出 f(x)*”=e™ 的 极限 ， 或 者 先 将 此 函数 指数 
КЫР (х) ”=e 9 ， 然 后 再 求 指数 部 分 g(x)Inf(x) 的 极限 (为 0. оо 的 极限 )， 从 而 求 出 
f (x) g(x) 800190) 的 极限 . 

从 上 面 例题 中 看 出 ，L'Hospital 法 则 是 计算 不 定式 极限 的 有 力 工 具 ， 但 在 具体 使 用 时 
应 注意 法 则 的 可 用 的 条 件 ， 如 例 2-48 中 (1); 同时 应 注意 任何 法 则 都 不 是 万 能 的 ， 如 例 
2-48 中 (2). 另外 即使 可 以 用 L'Hospital, 但 有 时 只 用 L'Hospital 往往 会 十 分 繁琐 因此， 
求 函 数 的 不 定式 极限 时 ， 应 注意 与 第 一 章 介 绍 的 方法 结合 使 用 . 


三 、 项 数 的 单调 性 和 极 值 


1. 单调 性 

如 果 可 导 函 数 y =f(x) 在 区 间 (a,b) 内 单调 递增 (单调 递减 )， 那 么 曲线 y=f(x) 上 横 坐 
ЧЕ (а,Ь) 内 的 每 一 点 都 存在 切线 ， 且 切线 斜率 /'(x) =tana>0( <0), WE 2-7 所 示 : 由 
此 可 见 ， 函 数 的 单调 性 与 导数 的 符号 有 着 密切 关系 . 

定理 2-7 Я у(х) Е] (а, Б) 内 可 导 ， 且 /'(x) >0( 或 1'(x) <0)， 则 函数 fx) 
EKE (а,Ь) 内 单调 递增 (或 单调 递减 ). 

证 明 {£R x i, x; e (а,Ь), х <x,， М x ,x,] C (а,Ь). J 

P Ж РАЖ Сас) EKE (Ca Б) ATE, АТО ВАС (х) ТЕБЕН] [a ,x;] 直 可 导 ， 从 而 f(x) 
在 闭 区 间 [x ,x,] 上 连续 ， 在 开 区 间 (x ,x,) 内 可 导 ， 由 Lagrange 中 值 定理 条 件 ， 有 

F) —/бҗ) =f'(£) (x, сд), (x, <£ <x,). 

EL NI (£) >0, x, —x, >0， 所 以 Ai) -f(x1) >0， 即 f(x,) </(x,). AMARE) 

fE(a,b) 上 是 单调 递增 . 















RSE- 





8) 2-7 
同 理 可 证 ， 当 /'(x) <0 Bf, Ka) (а,Ь) EERIE. 
显然 ， 若 将 闭 区 间 换 成 其 他 区 间 ( 包 括 无 穷 区 间 ) ， 有 个 别 点 处 的 导数 为 零 ， 定 理 的 结 
论 仍然 成 立 . | ` 
例 2-49 讨论 函数 Kx) = arctanx -x 的 单调 性 
ВЕ Р(х) НЈЯЕ у ( —– оо, + оо). 
f'(x) = 一 x 


l +22 1 + x° 


Е рг 








2 
x 





除 x =0 Н, f'(x) =0 外 ， АЖ f (x) = - 3 <0. НШ, Хх) (о; + e ) р 


+ x° 
单调 递减 的 . 

例 2-50 Жр f(x) =x -6x +9x +16 的 单调 区 间 . 

O RAA 的 定义 域 为 ( -% коо). 

| f'(x) =3⁄2—12x +9 =3(5-1) (5-3). 

令 f'(x) =0, ERAR 1, x, =3. 它们 将 定义 域 分 成 三 个 子 区 间 : ( - % ,1)， 
(1,3), (3, + ). . Е _ 

在 区 间 ( - оо ,1) 和 (3, +.% ) 内 , f'(x) >0， 则 (x) 在 该 区 间 内 单调 递增 ; 在 区 间 (1， 
3) 内 f(x) <0， 则 f(x%) 在 该 区 间 内 单调 递减 . | 

f€ -1) =0, (0) =16, f(1) =20, 303) =16. ВЖ (х) АРЕ ВГ АЕ 
T, АП 2-8. 

值得 注意 ， 在 不 易 判 别 子 区 间 上 (xj) 的 符号 
时 ， 可 求 该 子 区 间 内 某 一 点 x, 的 导数 1' (xo ) 的 符 
=, 则 /'(xo) 的 符号 就 是 1'(x) 在 该 子 区 间 上 的 
符号 . 


例 2-51 RERS) =1 -Vlx-2)* 的 单调 


i 





Б [8]. 
ВЕ РЕЖ f(x) 的 定义 域 为 ( — оо, + оо). 
2 
(х) = 一 i ‚ 552. 
f ) 3 Sx -2 





x =2 BF, f'(x) REE. 在 区 间 :( - оо ,2) р, 
xz) >0， 则 f(x) 在 该 区 间 内 单调 递增 ; 在 区 间 
(2, +œ) A, f '(x) <0， 则 Ax) 在 该 区 间 内 单调 递减 . 





一 般 地 ， 对 于 定义 区 间 上 的 连续 函数 A(x) ， 除 有 限 个 点 外 导数 处 处 存在 ， 那 么 导数 等 
于 零 的 点 及 导数 不 存在 的 点 就 特别 值得 关注 : 这 些 点 两 侧 的 导数 1'(x) 符 号 可 能 有 改变 . 
因此 用 这 些 点 将 定义 区 间 分 成 若干 个 子 区 间 ， 在 每 个 子 区 间 上 导数 符号 恒定 ， 由 其 符号 判 
别 出 每 个 子 区 间 上 函数 的 单调 性 . 

2. ВА АЈ Е 

ТЕЙ 2-50 rh, ВА /(x) =x -6x +94 +16 的 图 形 ( 见 图 2- 8) 在 ( - -œ ,1) 内 单调 递增 ， 
在 (1,3) 内 单调 减少 , 在 (3, + ee ) 内 单调 递增 ， 而 点 (1,20) 是 曲线 上 的 一 个 “高 峰 ”， 点 
(3,16) 为 曲线 上 的 “低谷 ”.， 这样 的 “高 峰 ” 和 “低谷 ”， 在 数学 里 叫做 极 大 值 (local 
maximum ) 和 极 小 值 (local minimum). 

定义 2-3 ВРЕ y = f(x) fE E x, 某 邻 域内 有 定义 ， 若 对 该 去 心 邻 域内 的 任意 点 x. 
都 有 

Кх) >f/(x) Kx) </(x)), 

ДК SC xo) ВАК f(x) 的 一 个 极 大 值 ( 极 小 值 ) E 称 为 极 大 值 点 ( 极 小 值 点 ). 

函数 的 极 大 值 和 极 小 值 统称 为 极 值 (extreme value) , 极 大 值 点 和 极 小 值 点 统称 为 极 值 
“(extreme point). 例 2-50 }, f1) =20 为 极 大 值 ， fO) =16 为 极 小 值 ，x = 1 为 极 大 值 
кд, x =3 为 极 小 值 点 . | 

极 值 的 概念 是 局 部 性 的 , 它 是 根据 点 xo 的 函数 值 与 其 附近 一 个 局 部 范围 内 的 点 的 函 
数值 比较 而 来 的 ， 极 大 (小 ) 值 不 一 一 定 是 整个 所 讨论 区 间 的 最 大 (小 ) 值 ， 函数 在 整个 区 间 
上 可 能 有 若干 个 极 大 值 和 极 小 值 ， 极 大 值 可 能 比 极 小 值 还 小 . 整个 区 间 上 的 最 大 (小 ) 值 ， 
不 一 定 是 极 大 (小 ) 值 ， 但 极 大 (小 》 值 有 可 能 为 最 大 (小 ) 值 ， 见 图 2-9. 

由 图 2-9 还 可 看 到 ， 在 函数 取得 极 值 处 ， 
车 函数 在 这 一 点 可 导 ， 则 曲线 在 该 点 的 切线 是 
КЭР АЧ, ВПР (х) =0; 但 曲线 切线 是 水 平 的 ， 
BIS’ (x) =0， 该 点 又 未 必 取 极 值 ， 如 /'(%,) 
=0, {E f(x) FÆR TE. 

定理 2-8 车 函数 y=f(x) 在 点 x 处 可 导 ， 
Н.х) EA xo 处 取得 极 值 ， 则 了 (xo) =0. 

ДЕУ (х) =0 的 点 ， 称 为 函数 y = f(x) 

的 驻 点 . 显然 ， 可 导 函 数 的 极 值 点 必 是 驻 点 . 
但 反之 ， 函 数 的 驻 点 并 不 一 定 是 极 信 点 . | 82-9 
下 面具 体 讨论 判别 驻 点 是 否 为 极 值 点 的 








РЯ 
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方法 . | . 
定理 2-9 (第 一 判别 法 ) 设 函数 y=f(%) 在 点 хо 的 某 邻 域内 可 导 ， 且 广 ( 品 ) =0, 
(1) Æa <х 时, (к) >0; х>х BF, f'(x) <0， 则 f(x) 在 点 x 处 取得 极 大 值 ; 
(2) x <a 时, f'(x) <0; x >x PF, f'(z) >0, (х) Е х, 处 取得 极 小 值 ， 
(3) 若 当 * 在 点 xo 左右 两 侧 时 ,了 '(%) 符 号 恒定 ， 则 f(x) 在 点 x 处 不 取 枝 值 : 
驻 点 是 否 为 极 值 点 ， 由 定理 2-9， 得 考察 (х) Е хо 点 左右 两 侧 邻近 点 的 符号 ， 但 有 
时 很 麻烦 ， 易 错 ， 下 面 给 出 一 个 比较 好 用 的 方法 (但 注意 它 也 有 一 定 的 局 限 性 ). 
”定理 2-10 RRRS) Е х 点 处 具有 二 阶 导数 ， 且 广 (xz ) =0， 则 
(1) 4”) <0 时 ， 则 (x) 在 点 x 处 取得 极 大 值 ; 
(2) 当 f"(x6) >0 时 ， 则 f(x) 在 点 х, 处 取得 极 小 值 ; 
(3) 当 f/"(xo) =0 时 ,无 法 判定 f(%》 在 点 x, 处 是 否 取得 极 值 . 
由 定理 2-10 PEII) PIZO, f’ Cx) =f” Cx) =0 时 ,f(x) 在 点 x 处 可 能 取得 极 值 ， 也 











可 能 不 取 极 值 ， 例 如 f(x) =x, g(x) =x’, f'(0) =f”(0) =0, g'(0) =g"(0) =0, f(x) = 
x 在 点 x =0 处 不 取 极 值 ， 见 图 2-10; 而 g(x) =x 在 点 x=0 处 取 极 小 值 ， 见 图 2-11. Es 
此 在 A”(xo) =0， 无 法 用 定理 2-10 来 判别 f(x) 在 点 w, 处 是 否 取得 极 值 ， 这 时 只 能 用 定理 
2-9 来 判别 . 





Ей 2:10 f 2-11 


BF, RØRE ЕЕН SBT SEE AR (H N. ИШ, ВЕ) = 1x| 在 * =0 点 不 可 导 ， 显 
Aao IAC) = |z BOB МЕС 2-2). ЛСА) = Yes = = 0 点 不 可 导 ， 但 x = 0 Bf 
f(x) = Уни. 

注意 : EEZ- H, (х) ХЕ xo 处 导数 不 存在 ， 其 他 条 件 不 变 ， 定 理 2-9 中 
(1) (2). (3) 三 条 法 则 仍然 适用 . | 

函数 fx) 在 某 区 间 的 极 值 点 可 能 是 驻 点 ， 也 可 能 是 导数 不 存在 的 点 ， 将 驻 点 和 导数 不 
存在 的 点 ， 统称 为 测 数 的 可 能 极 值 点 如 何 来 判别 可 能 极 秆 点 是 否 取 极 值 ， 可 按 下 列 步 又 
进行 . 

(1) 求 函 数 f(x) 的 定义 域 及 导数 ; i 

(2) 求 出 y=f(x) 在 定义 域内 的 全 部 可 能 极 值 点 ( 驻 点 及 导数 不 存在 的 点 )，; 

(3) 由 定理 2-9 或 定理 2-10 分 别 判别 这 些 点 是 否 为 极 值 点 、 若 是 ， 求 出 该 该 点 的 函数 
值 ， 即 为 极 值 . 


912-52 RERS) =a -二 2 的 极 值 Б 
ЯЕ RASEL- o, +), | 


: 


x-i 
У -4 
Ф700) 20, ес, RA =О 时 7) 不 存在 ANE: 


f'(x) =1 — x +T = 





所 以 /x) 有 极 大 值 K0) =0， 有 极 小 值 碟 1) = -— 


012-53 Rx) =2x’ -x 的 极 值 . . | СОН 
RO Ух) ВОЕНО — оо, + e), 

"Р (х) =4х - 45 =4x(1 =x): 
令 f'(x) =0， 得 驻 点 x*=0, x= -1, x=1. 











而 /”(х) = 4 -12x: =4(1 -3x ), 
了 "(0) =4>0, ВШ fx) 在 点 x =0 处 取 极 小 值 f(0) =0. 
£”C +1) = —-8:<0, 所 以 f(x) 在 x= -1, x=1 处 均 取 极 大 值 f( -1)=f(1) =1. 

3. 最 大 值 、 最 小 值 

在 医药 学 中 ， 经 常会 遇 到 这 样 的 问题 ， 口 服 或 肌 注 一 定 剂量 的 某 种 药物 后 ， 血 药 浓度 
何 时 达到 最 高 值 ? 在 一 定 条 件 下 ， 如 何 使 用 药物 最 经 济 ， 疗效 最 佳 ， 毒 性 最 小 等 问题 . 这 
类 问题 反映 到 数学 上 来 看 ， 就 是 所 谓 的 函数 的 最 大 值 、 最 小 值 问题 ` 

由 第 一 章 可 知 ， 闭 区 间 上 的 连续 函数 必 存 在 最 大 值 、 最 小 值 . 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 
可 能 是 极 值 点 及 端点 的 函数 值 . 因此 ， 求 闭 区 间 连 续 函 数 的 最 大 值 和 最 小 值 时 ， 只 需 将 可 
能 极 值 点 ( 驻 点 及 导数 不 存在 的 点 ) 和 端点 的 函数 值 ( 有 限 多 个 函数 秆 ) 求 出 来 ， 比 较 它 们 
的 大 小 ， 最 大 者 为 最 大 值 ， 最 小 者 为 最 小 值 . 若 函 数 是 单调 的 ， 则 最 大 值 、 最 小 值 必 在 端 
点 处 取得 ， 当 函数 是 单调 递增 (递减 ) 时 ， 左 ( 右 ) 端点 取 最 小 值 ， 右 ( 左 ) 端点 取 最 大 值 . 
男 外， 在 一 个 区 间 上 ， 函 数 /(x) 只 有 一 个 极 值 f(x。)，f(%) 车 是 极 大 (小 ) 值 ， 则 (x) 在 
该 区 间 上 必 是 最 大 (小 ) 值 ， 还 有 在 实际 问题 中 ， 也 往往 可 以 根据 问题 的 具体 实际 意义 ， 确 
ЖЕ ВРА (х) 一定 有 最 大 值 (最 小 值 ) ， 而 且 一 定 在 定义 区 间 内 取得 ， 车 f(x) 在 定义 区 
间 内 有 唯一 的 驻 点 x。， 则 fxo) 就 一 定 是 最 大 值 (最 小 值 ). | 


例 2-54 >K PE С f(x) = (x +4) + М(х 1) 在 [ -2,2] 上 的 最 大 值 、 最 小 值 . 
ft РО) = УО) et4) (x -1) 5. ; 





Ф 


Jf (x) =0, HEA х= -1; x=1 BF, f'(x) REE. 
К -2) =2 /9=4.16, /( _ 1) =3 {4.==4.76, f(1) =0, /(2) =6. 
ҤЕ БУРА ҤНҤ. 48 f(x) 的 最 大 值 为 f(2) =6, 最 小 值 为 f(1) =0. 
例 2-55 肌 内 注射 或 皮下 注射 药物 后 ， 血 中 的 药物 浓度 可 表示 为 
c4 | 
| | : 02.— ©, 
О ЖОРА, о, о, 是 大 于 零 的 常数 ， 且 оо, > ol， 问 时 间 + 为 何 值 时 ， 药 物 浓度 为 最 大 ， 
最 大 浓度 是 多 少 ? 
ВЕ ”由 实际 意义 可 知 目标 函数 C 的 定义 域 为 [0, + оо ) 





(el — e 2) t. 
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BF, C 达到 最 大 值 为 C - =) 即 当 时 间 t= 时， 血 药 浓度 为 最 大 ， 其 
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Па, Е ВОТ EBE дА 

函数 的 单调 性 和 极 值 在 函数 图 形 的 描绘 中 起 着 重要 的 作用 ， 但 仅 有 这 些 ， 还 不 能 准确 
描绘 函数 的 图 形 ， 例 如 ，y =x’ 与 Y=Vx 在 [0, + © ) 内 都 是 单调 递增 (图 2-12), ， 但 它们 单 
调 递增 的 方式 有 显著 的 差异 ， 即 函数 曲线 在 沿 x 轴 正 方向 上 升 的 过 程 中 ， 它 们 的 弯曲 方向 
(曲线 的 凹凸 性 ) 不同。 因此 研究 函数 曲线 凹凸 性 及 拐点 (曲线 改变 弯曲 方向 的 点 ) 是 十 分 
必要 的 . | | | 

定义 2-4 BAX y=f(x) Ela, b] EEZ, WRF a, b] EHER A ху, ж, A 

Xi + X> Кх) + f(x, ) 
уу) <—— 
| Xl tX, Гбх) +/(x;) _ 

或 > 
则 称 函 数 y = 所 x) 是 [ec,5] 上 的 止 函数 或 凸 函数 ， 亦 称 曲线 y = Kx) 在 [a,p] 上 是 凸 的 (con- 
cave) 或 凸 的 (convyex) ， 见 图 2-13 或 图 2-14. 





2-12 


. 函数 曲线 在 某 一 区 间 内 的 止 凸 性 与 函数 在 该 区 间 内 的 
导数 有 着 十 分 密切 的 关系 : | 
.定理 2-11 RRAK у= (х) (а,Ь) KRA — Bi Sp 2 
f”(x), WS | 
(1) EXER ze (а,Ь), df f”(x) >0， 则 曲线 f(x) 
#E(a,b) РАЈ; | e, 
(2) ЖМЕЖ хе (а,Ь), A /”(х) <0， 则 曲线 f(x) 
(a,b) HÆK. 
由 图 2-13( 图 2-14) HJ J, 28 (х) Ela, b) Е 
的 (或 凸 的) 时 ， 曲 线 f(x) 在 (a,5) 内 的 点 (x,y)， 随 着 x 图 2-14 
的 增 大 ， 该 点 切线 的 斜率 也 随 着 x 的 增 大 而 增 大 ( 减 小 )， 
即 导 数 ,A(x) 是 单调 递增 (单调 递减 ) 的 ， 故 有 .F"(*) >0(/f"”(x) <0). 
Ф 2-56 ”判别 曲线 fx) = Зх 一 x НУГЕ. 
ВЕ РАЖ f(x) 的 定义 域 为 ( — оо, +e). 
f'(x) =3 - За, f”(x) = -6x, 





x, +х, 


47 








显然 , 在 ( -© ,0) E, f"”(x) >0， 则 曲线 f(x) 在 ( -% ,0) 上 是 四 的 ; 在 (0,+c ) 上 ， 
f"(x) <0， 则 此 曲线 f(x) 在 (0, + о) 上 是 凸 的 ， 见 图 2-15. 

由 图 2-15 可 见 ，(0,0) 点 是 曲线 上 的 由 止 变 凸 的 分 界 
点 ， 这 种 曲线 凹凸 的 分 界 点 ， 称 为 拐点 (infection point). 
拐点 两 侧 的 止 凸 性 不 同 ， 那 么 J"(x) 的 符号 也 就 不 同 ， 因 
上 此， 曲线 上 的 拐点 (x,y) 对 应 的 * 点 处 的 二 阶 导 数 只 能 是 
等 于 0 或 不 存在 . 于 是 ， 可 按 下 列 步骤 判别 曲线 的 凹凸 性 
及 拐点 : 

(1) ЖР f(x) BJ ZE Ж; 

(2) 求 1"(x)， 找 出 在 定义 域内 f”(x) 等 于 零 的 点 和 
了 "(x) 不 存在 的 点 ， 并 用 这 些 点 将 其 定义 域 分 成 若干 个 子 
区 间 ; 

(3) жиш ИНА ШЫ 从 而 得 出 曲 





例 2-S7 讨论 曲线 f(x) = DENI yË 80 [UT tE KAR. 
f РАЖ /(х)Н0 S JO — co , + о). 


, = x Зе 3 "бху = _ „у= +1 

| f'(x) = + (X71)3, f(x)=1+(x-1)- эү 
令 /"(x) =0, #фх=0; х=1, f'(x) RFE. «=0, 1 将 定义 域 分 成 三 个 子 区 间 ， 列 
Tie 





танали -œ ,0) FC, + ® ) БНО, 在 区 间 (0， 1) 上 是 上 证 的 , A0) = 
9 9 1 
-—, 1) = 也 ， 所 以 点 (0， -16) 1 э). 


п 


五 、 函 数 曲线 的 渐 近 线 | 


为 了 更 准确 地 描绘 函数 的 图 形 ， 下 面 我 们 研究 曲线 的 渐 近 线 . 

定义 2-5 MHR C 上 的 动 点 沿 着 曲线 C 无 限 远 离 原点 时 ， 若 动 点 与 菜 一 直线 工 的 中 
离 趋 于 0， 则 称 此 直线 工 为 曲线 C 的 渐 近 线 (asymptote). 

曲线 的 渐 近 线 有 三 种 : 垂直 渐 近 线 、 水 平 渐 近 线 、 斜 渐 近 线 . А 

1. 垂直 渐 近 线 ' 

设 曲线 y =f(*) ， 若 极限 liny(*) = о, 或 me) = ==, Bklimf(x) = % ， 则 直线 х =x 
是 曲线 f(x) 的 垂直 渐 近 线 (垂直 于 。 HH). — | | | 

人 例如， 曲线 у = lnx， 因为 limlnx = — о, тне X=0; 是 曲线 y =lnx 的 垂直 渐 近 线 . 

2. 水 平 渐 近 线 | | 

设 曲 线 y =f(x) ， 若 limf(x) =A, 或 lim f(a) 5A, slim (z) =4， 则 直线 y=4 是 曲 
bR Cx) 的 水 平 渐 近 线 ( 平 行 于 x BH). 








n. zt 
АП, HHZÉ y = arctanx, A `S lim агсіапх = -5> lim агсіапх = =, 则 直线 у = – >” 
= SEA hR y = агсіапх 的 水 平 渐 近 线 , | | N 
3. ТЖ 





BR yA), Pim =a，lim[/(x) аҳ] =b, MER y = ax + b 39 B f(x.) 08 
SHER. EP, soo tTI хл» — оо В a + oo. 


x +25 一 


912-58 RHR) = =- 一 -的 渐 近 线 . 


M Wm EL =o ， 所 以 x=0 为 曲线 f(x) 的 垂直 渐 近 线 ， 


22 са +25 1 
=lim——Í-HIÜ 1, 


2 





又 因为 a = lm 


— 00 [X— G 
х x 





x 2x—1 ` | 
b =lim[ (к) = ax ар = lim =2, 
所 以 y=x +2 FARRA) 的 斜 渐 近 线 . 
Ж, ЕЕ НОЕ 


在 医药 学 研究 中 ， 目 标 函 数 常常 需要 以 图 形 的 形式 出 现 ， БЕСИК EE BEIS ГАШ НЫ FS ШЕ 
枉 数 的 各 种 特性 ， 对 函数 进行 定性 分 析 也 是 非常 有 用 的 ， 因此， 比较 真实 、 准 确 地 描绘 函 
数 图 形 就 显得 尤为 重要 . 

以 前 我 们 是 利用 描 点 法 去 描绘 函数 的 图 形 . 这 样 函数 的 一 些 重要 特性 ， 单调 性 、 四 凸 
性 等 不 易 掌握 ;一 些 重要 的 点 : 极 值 点 、 损 点 等 也 极 易 被 忽视 ， 现在， 我 们 已 经 堂 握 了 应 
用 导数 讨论 函数 的 单调 性 和 极 值 ， 凹 凸 性 和 拐点 等 方法 ， 从 而 能 比较 准确 地 描绘 函数 的 图 
形 ， 下 面 就 介绍 利用 导数 描绘 函数 图 形 的 基本 步骤 . 

(1) 求 出 函数 y =f(x) 的 定义 域 ， 以 确定 函数 图 形 的 描绘 范围 ; 

(2) 讨论 函数 f(x) 的 基本 性 质 : 奇偶 性 ， 周 期 性 ， 以 便 缩小 描绘 函数 图 形 的 范围 ， 
有 利于 从 部 分 掌握 整体 ; 

(3) 确定 曲线 的 渐 近 线 ; | 

(4) 求 函数 大 xz) 一 阶 、 二 阶 导 数 ， 并 在 定义 域内 找 出 使 其 为 零 的 点 和 不 存在 的 点 - 
并 用 这 些 点 将 定义 域 分 成 若干 个 区 间 . 在 每 个 子 区 间 上 讨论 f(x) 的 单调 性 与 极 值 、 凹 凸 性 
与 拐点 ， 并 列 成 一 表 ; 

“(5) Ж SA) 可 能 极 值 点 的 函数 值 ， 人 了 从 而 得 到 曲线 上 的 相应 点 的 坐标 ， 再 求 出 
拐点 的 坐标 以 及 曲线 与 坐标 轴 的 交点 (不 易 求 时 ,可 略 去 ) 的 坐标 ， 有 时 还 下 需要 适当 补充 一 
些 辅助 点 的 坐标 ; 

(6) 在 直角 坐标 系 中 ， 首先 西 出 渐 近 线 、 标 明 这 些 关键 点 ， 最 后 按照 曲线 的 性 态 逐 自 
描绘 ， 便 得 到 函数 的 图 形 . 

对 于 奇偶 函数 只 须 画 出 0 的 部 分 ， 再 对 称 画 出 x <0 的 部 分 对 于 周期 函数 只 须 画 
出 一 个 周期 的 图 形 ， 然 后 再 将 此 图 形 一 个 周期 一 个 周期 向 左右 拓展 . 

例 2-59 HARSA) „О; 的 图 形 . 

解 ” 函 数 /(x) 的 定义 域 为 ( -ww ,1) U (1, +) 

. . (x +1)° | 

іу х) т рут = e , 











所 以 x = 1 Ж (х) 的 垂直 渐 近 线 ; 





又 因为 а = Шай 7 = lim tD a, 
rm x = (x-1) 
> , o (х+1) _ 
b =) -ax] ауе А] 
55 +29 +1 | 
= (х1)? ' 
所 以 y=x+5 J (х) АЈАНТ Ж. 
у EED GSS) rw _24(ж=+1) 
f'a) у. а) ату 


4 f'(x) =0, 48 х= -1 和 x=5; $ f”(x) =0, 得 x= -1. 列表 讨论 





8 2-17 
w [юа [с Гана 12 


其 中 ,“ 放 ”表示 单调 递增 、 上 四 的， “27” RRRA, MA “O” авай. ` 
四 的 . A-1) =0, KS) =Z. 补充 的 0) =1, A) =16， 得 曲线 上 点 ( -1,0), (5, Z), 


2 

(0,1) 和 (3,16). | 

在 直角 坐标 系 中 ， 参 照 上 述 信息 描绘 函数 (x) 的 图 形 ， 见 图 2-16. 

例 2-60 描绘 Gauss 曲线 f(x) = e 2. 

解 f(x) 的 定义 域 为 ( - m ,+ wm )， 此 函数 是 偶 函 数 ， 故 曲线 f(%) 关 于 y 轴 对 称 . 

у а) = пе" =0, | | | 
所 以 y = 0 为 曲线 的 水 平 渐 近 线 

f'(x) = -2rxe*, f"(x) =2(2x: -1)e”. 


令 f'(x) =0， 则 *=0; /”(х) =0, BH x = 2 





列表 讨论 (由 其 对 称 性 ,只 列 出 (0, + оо ) 上 的 性 态 ) : 


e3 | # | (oo 
| °° | =- | = j| -= 
ro | -| = | e | > 


ла) Е Е - 


{ 


其 中 表示 “~” 为 单调 递减 、 凸 的 . 
Жо) =1, AÊ) ест, нш rpbsco m, et). 


在 直角 坐标 系 中 ， 参 照 上 述 信息 ， 描 绘 函 数 .Kx) =e BRE, И, 2-17. 

例 2-61 1970 年 ，page 在 实验 室 饲养 叭 性 小 鼠 ， 通 过 收集 的 大 量 资料 分 析 ， 得 小 鼠 
生长 函数 为 

36 
1 + 30e -4 
其 中 WIER, AIHE, WRAAD RHE K PE 206) h. 

f НЕ УШЫ[О, + оо). 


一 36 _ 36, РД =36 为 水 平 渐 近 线 | 


W = 


A A lim W = lim 





i— + 的 人 + 30e- 7 
2 | 2 2 
W = 120e ‚ W” _ 480 (30e 3 -De 
(1 +30e `3:)2 (1 +.30e ` 3:)2 
„ 31530 ‚|. | 
W'>0, S W”=0, 得 t= > ° 列表 讨论 
3ln30 3ln30 3130! 
t 一 一 一 —, ° 
[o 2) > (6. +=) 








000) = уу, w (H7) = 18， 得 曲线 上 点 
o. Бире. ө) 


36 |----------- 
在 直角 坐标 系 中 ,参照 上 述 信息 ， 描 给 小 | 


饼 的 生长 曲线 ， 见 图 2-18. 

此 曲线 符合 logistice 生长 曲线 ， 由 图 形 可 看 1 p 
出 ， 小 鼠 开 始 时 增长 缓慢 ， 然 后 较 快 ， 最 后 又 | 
变 缓 慢 ， 而 在 拐点 处 附近 生长 最 快 . | 36/31 

logistic 曲线 在 许多 医学 研究 领域 中 有 着 广 
谤 的 应 用 ， 如 人 口 增 长 阻 滞 、 儿 童生 长 发 育 等 
生物 自然 生长 的 研究 ， 在 SARS、 艾 滋 病 等 流行 图 2-18 





3 1130 
2 


51 





52 





病 的 研究 等 等 。 





Ш L 在 中 值 定理 中 ， 当 f(a) =f(5) 时 ， 将 会 有 怎样 的 结论 ? 并 从 几何 上 加 以 说 明 
”2 选择 题 | 

(1) RAA [а,Ь] ЕЖ#, Elab ATS, a <xi <n <b, ШЕРА, BU ) 
A. (b) -Да) SFE) (5-1), £e (aan); В. fle) Лал) =/'(@)(» ал), elab); 
C. ДЬ) - а) =f'(6) (b-a), €e (woa); 0. Да) -fm) = 0) (b-a), €e lx t): 
(2) 下 列 计算 正确 的 是 ( ) 


arctanx ,. (агсіапх)' 
— — =lhm— 








A. lim = іт =0; 
= х = (x) x=] +X 
+ $1 r. 1 1, і . — siny. 
В. mË SN _ (etsin) pm EE р. (L+cosx)' _. -зшх__, 








im 
sax — siny =e (х sing)’ z#=] -cosx e» (1 — cosx)’ =e sinx 


. x+siny ,. (x+sinx)’ 
С. lim— n = liim=———————— 


= x ост (a 


=lim(1 + созх), ， 极 限 不 存在 ; 


1 
р, tm 一 =0， 又 | cosx |< 1, PF Міт = lim ( о) = 0. 
x— 95 x—% x x—= 50 x 





Ш 3. 指出 下 列 命题 是 否 正确 ， 若 有 错误 ， 错 误 何在 ? 
(1) 函数 y=f(x) 在 区 间 (4,5) 内 可 导 ， 且 单调 递增 ， 则 在 区 间 (a,5) 内 处 处 有 /'(x) >0; 
(2) 函数 /(x) а(х) 在 区 间 {a,6) RATE, Afla) <el), WER, b) KES (x) <g' (x); 
(3) 函数 y=f(x) 在 *=%。 ARBE, ДІ) =0; 
(4) 函数 y=/(*) 在 x=% 点 及 (zj =0， 则 y=f(x) 一 定 在 x=x。 ARRE. 


x +ax-2 


И 4. 试 确定 a 的 取 值 范围 ， 使 函数 f(x) = 一 一 一 一 存在 极 值 . 





П 5. 函数 y=f(x) 在 x。 点 的 某 邻 域内 具有 三 ERSE ШЖ (а) =0,/"(%) =0, /”(х„) #0, RE 
(1) 点 x=xo 是 否 为 极 值 点 ? 为 什么 ? (2) s (x /\ ж) ) 是 否 为 损 点 ? 为 什么 ? 





>J кй 二 


1. 设 某 种 细菌 繁殖 的 数量 N 可 近似 表示 为 W = 1000 + 52: +02, Ж ЕН} z 以 小 时 (h) 
计 , 试 计算 从 i1=2 到 :=2+At 之 间 的 平均 繁殖 速率 ,并 计算 当 At = 0.1, лг =0.01 时 的 
平均 繁殖 速率 ， 再 计算 上 =2 时 的 瞬时 繁殖 速率 . 

2. 按 导 数 定义 计算 下 列 函 数 在 指定 点 的 导数 


(1) f(x) =sin2x， 在 x*=0 点 ; (2) а) = 二 一， 在 x(% — 1) 88. 
(Зу (х) = /x+1, 在 x=0 ун; (4) Ax) =2х- х, {Ех 点 . 
3. 设 A%) 在 x = 点 处 可 导 ， 试 计算 下 列 极限 . | 
Xo +2Ах) —f( xo Xo Xo — Ах) ` 

C1) Bei Дв +240) fw) 人 lir Kao) -fm Ак) | 

Ах | Ах | 

1 Xo X - 
(з) limn [Дж +7) т) съ 27 Лед) 
4. Са) TE x =0 点 的 某 邻 域内 可 导 ， ACO) =0, 770) = 1-, su Р, 

















5. TH РУР Е x =0 点 是 否 可 导 





` х5 вів — х <0 | — х 30 

(1) x)=} х. о" (2) Кх) = (1 +ex . 

0 x 0 х=0 
x° xsi 

б. 试 确定 a, 4b 的 值 ， 使 f(x) -{ : 在 点 x=1 处 可 导 
ax+b, x>1 

| ` fl х + | 
"7. Ж: РЕЖ (х) EA xo 处 可 导 ， 且 f(xo) 关 0， 二 计算 极限 te | 5 可 (提示 :化 成 


(хо) 

1ТЕ РЕ 32 ВЕРН ал Ж). | 

8. 设 曲 线 y =2x — x° 

(1) 求 点 (1,1) 处 的 切线 方程 及 法 线 方程 ; 

(2) 点 (xy) 处 的 切线 通过 (0, -2) 点 ， 求 点 (x, 加 ) 及 该 点 处 的 切线 方程 、 法 线 
方程 . 

9. 设 曲线 y =? | 

(1) 求 曲 线 上 点 P, 使 已 点 处 的 切线 与 直线 y =3x -2 平行 ; 

(2) 求 曲 线 上 点 О, 使 Q 点 处 的 切线 与 直线 x +12y -6 =0 EH. 

10. L NIBH ZR f(x) =ax +'bx° + cx? + d 与 直线 y=11lx -5 在 点 (1,6) 处 相 切 ， 经 过 
( -1,8)， 且 在 点 (0,3) 处 切线 平行 于 x 轴 ， 求 常数 ea、28、c、zd 之 值 ， 并 写 出 此 曲线 方程 . 

11. 求 下 列 函 数 的 导数 

















(1) у= х +a +a; (2) у= УЗх + Jx – —i 
(3) у= <sinx + cosx; | | (4) у = xtanxlnx; 
1 + x° 1 – Inx 
5 = ; 6 = ; 
(5) y 1 — x° 7 (6) y 1 + lnx 
(7) y = /xarctanx + 2, (8) у= xtanx + 二 + . 
x * cosx 


12. 求 下 列 函 数 的 导数 





(1) y=(2x +3) (2) y=ln(cotx); 
(3) y = esm + arccos /i — x; (4) y=x үа? – х? + а?агсѕіп 二 (a >0); 
(5) у= Ма+ Ма; (6) у= віп(ах) +In(cosw); 
(7) у= 1ов, (х? – sinx); (8) у= 13 == + —arotanx + sin Z. 
13. 求 下 列 函 数 的 导数 
(1) y=x™; | (2) у=х““; 
(3) у=(эшх)°“; (4) y= (2x)™; 
2х x (x +1) 
(5) y=x"+(2x)"; (6) у= /° ; 
TN (z- 1) 
(х—2)? /х-5 | 
(7 = — ; 8 = іпх l-e. 
) y э (8) у= М (xsinx) м 


14. н БИЈЕ Е BJ EA АК y = f( x) 的 导数 


(1) у=1 +хе’; 
(3) х =y"; 


(1) у= хах; 


(3) y =x"; 


(2) 
(4) 
15. 试 证 明 曲 线 Vx + /y =Va 上 任 一 点 处 的 切线 ， 截 两 个 坐标 轴 的 截 距 之 和 为 а. 
16. 求 下 列 函 数 的 二 阶 导 数 


(2) 


(4) 


17. 设 f"(x) 存 在 ， 求 下 列 函 数 的 二 阶 导数 


(1) y=f/(x+e `”); 
18. Ж ТУРЕ ВЈ п 阶 导 数 
(1) y=ln(1 +x); 


(2) 


(2) 





y=tan(x +y); 
ху =ln(x +y). 


x 
y:= (4 + x°) агсїап >; 


In yx’ + у? = arctan > 
x 


y =In[ /( x) ]. 


‚2 
y = sin x. 


19. 一 质点 作 直线 运动 ， 其 运动 规律 为 = 中 ， 其 中 ， 路 程 。 的 单位 为 米 ， 时 间 : 的 单 


位 为 秒 ， 求 质点 在 第 4 秒 末 的 速度 与 加 速度 ? 
20. 许多 肿瘤 的 生长 规律 为 = uea! e= 


25/127 


‚ Ж, ”表示 上 时 刻 的 肿瘤 的 大 小 (体积 马 
EE), v 为 开始 (t=0) 观察 时 肿瘤 的 大 小 ，a 和 4 为 正 带 数 ， 问 肿瘤 上 时 刻 的 增长 速度 是 


21. 病人 服药 后 ， 药 物 通过 肾脏 排泄 的 血 药 浓度 с 和 时 间 + 的 关系 为 c 0) = (1 — 
е“), с, 为 血 药 初始 浓度 ， k 为 常数 ， 求 药物 的 排泄 速率 . 


22. 求 下 列 参 数 方 程 所 确定 的 函数 的 导数 
x = e'sint е9, 
1 
а) |, = e' cost dx 
x = sint а? у 
3 
(3) | соо” Ж 25 | К 
23. 求 下 列 函 数 的 微分 
(1) y=x +1- /1 +77; 


(3) у = агсїапе" + (1 +x); 


(5) y=x —x, Æx =1 处 ; 
24. 在 下 列 括号 中 ， 填 人 适当 的 函数 


1 
(1) d( =—; 
) ) 2 Vx 





(з) d( ) =adx; 

(5) d( ) = sin( ot +ф) 4; 
(7) 4) =— dr; 
. м1 一 和 


25. 利用 微分 求 近 似 值 
(1) tan 46°; 
26. 利用 L'Hospital 法 则 求 下 列 函 数 极限 


x — 一 着 _ 2 
(1) іт - 一 ; 
x 区 一 SILHX 


(2) 


(4) 


(2) 


(4) 
(6) y 


(2) 


(4) 
(6) 


(8) 


(2) 


Р-и RL, 


y = arctant ` dx 


[е2 А а?у 
y=3e dx? 


y =/x(1 + sin2x); 


1 
у = IBnarctan — 
x 


= /x+1, Ех =O, Ах =0. 01 时 


d( ) =— dx; 
d( ) =е®ах 


d( ) = 





d( ) = -2 (х) Jx. 


Insinx 


(2) lim 


=> (I —2х)?* 














ro  tanx 
(3) lim =, (4) lim ; 
х= += x + e *—tan3x 
1 1 
. 2 : — —— |, 
(5) limxzlnxi (6) lim( — ОТ} 
| 
(7) 1па(їапх)°”°”; (8) lim(e +х)у; 
кл x 


` (9) Са) ЕПН, fO) =0, /'(0) =1, 7700) =2, RRE 二 (要 
R: FI L'Hospital 法 则 及 导数 定义 ) ; 


і 
x 





`0) инал) RE MEREM, Hlin =o, у" (о) =4, sum [i +27) 
27. 试 确定 下 列 函 数 的 单调 区 间 | 





(1) f(x) =2x’ -12x +5; (2) /(x) =2x2 — lnx; 
(3) f(x) =xe™; (4) Ka) = 
| l +x 
28. 求 下 列 函数 的 极 值 
(1) f(x) =3x 一 xi (2) б) =, 
(3) Ka) =a (4) у(ху=(2«-1). (x 355 


29. 试问 а HITEH, РАЖ (x) = asinx + Z sina, Ех = 过 处 具有 极 值 ? 它 是 极 大 


值 ， 还 是 极 小 值 ? 并 求 此 极 值 . 
30. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 、 最 小 值 
(1) y=xe， 在 区 间 [ -1,3]; (2) y= 2 25, 在 区 间 ( — c ,0). 


31. 测量 某 个 量 4， 由 于 仪器 的 精度 和 测量 的 技术 等 原因 ， 对 量 4 进行 n хн, ж 
测量 的 资料 分 别 为 x, ，x,，…，x,， 取 数 x%x 为 量 4 的 近似 值 ， 问 > 取 何 值 时 ， 才 能 使 其 与 
Xi(Z=1,2,…,n) 之 差 的 平方 和 最 小 ? 、 

32. 1 ~9 个 月 婴儿 体重 W( z) 的 增长 与 月 龄 二 的 关系 有 经 验 公 式 

I W — In(341.5 - W) =k(t - 1. 66) 
[a] z ИЕ, ILRES KR v 最 快 ? 

33. 已 知 口服 一 定 剂量 的 某 种 药物 后 ， 其 血 药 浓度 c 与 时 间 1 的 关系 可 表示 为 c= 
40(e “-e ”)， 问 :为 何 值 时 ， 血 药 浓度 最 高 ， 并 求 其 最 高 浓度 . 

34. 在 磺胺 药物 动物 实验 中 ， 按 1(mgkg) 的 比率 给 小 鼠 注射 磺胺 药物 后 ， 小 鼠 血 液 中 
借 胺 药物 的 浓度 ， 可 由 方程 y = -0.77x? +2. 59x -1.06 表示 ， 这 里 y 表示 logwc(c 为 血 中 
人 奉 胺 浓度 mg/100ml), x 表示 logwot(t 为 注射 后 经 历 的 时 间 min) ， 问 何 时 小 鼠 血 中 磺胺 浓度 

最 高 ， 并 求 其 最 高 浓度 值 . 
| 35. BAFE R AAIE, ППЗ НАН RA? 
36. EWR REK ЗР НЧ Fi ЕЛИ ЕН, Ж НН Ze НОС А Ф, Hoorweg 发 现 引 起 最 小 的 反应 


(肌肉 的 收缩 ) 时 ， 电 压 U 与 电容 器 的 电容 量 。 有 关 ， 其 经 验 公式 为 =a R + —, PRE 
电阻 (假设 为 定 值 ) а, b 为 正常 数 ， 车 电容 的 单位 为 微 法 (jhF)， 电 容器 的 电压 为 伏特 








(V), ВИ іЯ Гаа, 33 ТАН ХЛ B 8820 E = 5007 [ JOE (етв) 1, AMA Е = 5с 
(ак + —) * 试问 ， 当 电 容 为 多 少 微 法 时 ， 电能 最 小 ， 其 最 小 电能 为 多 少 ? 


z 


37. ЭГЕ ЕН k Ву FEE 


(1) у = хагсіапх; (2) y=ln(x – 1). 
38. К 7!) Hh 2R ВТУ р [н] -5 H лч 
(1) y=3x -4x +1; , (2) у= (1 +22); .. 


3 





(3) y= (4) y=(x-5)3 +2х +1. 


x +3' f 
“39. 已 知 曲 线 f(x) =ax + Бх + сх +d fE х= -2 点 处 有 极 值 44，(1， — 10) 为 曲线 y = 

f(x) Бон, ЖЖ а, b. с. dIE, 3К® НИҢ ШЕ УУ Же ( $Ё : AN hR БОХ). 
40. 求 下 列 曲 线 渐 近 线 





1 х? +2x—1 
1 = ——— 2 =—— 
C1) y x —4x — 5 (2) y x 
(3) y= 一 ; | (4) у = xe”. 
x —1 
41. #22 F Zi РЕ 2k BJ KIJE 
2х 
1) y=x’ -æ atl; 2) y=1+—“—.; 
(1) y x — x+ (2) y “усту 
lnx (x —3)° 
3) у=; -~ 一- 


42. 某 地 沙眼 的 患 病 率 (7y) 与 年 龄 (:, 岁 ) 的 关系 可 表示 为 
у = 2. 27 ( e -0.050 __ е - 0. 0721 ) 
试 描绘 沙眼 患 病 率 函数 的 曲线 ， 并 简 述 沙眼 患 病 率 的 变化 趋势 . 





第 三 章 一 元 函数 积分 学 


一 元 函数 积分 学 涉及 三 种 积分 : 不 定 积 分 、 定 积 分 和 广义 积分 ， 这 三 种 积分 含义 不 
同 ， 但 它们 之 间 有 密切 联系 . 


第 一 节 不 定 积 分 
微分 学 中 讨论 了 如 何 求 函数 的 导数 ， 现 讨论 其 相反 的 情形 : 由 一 个 函数 的 已 知 导数 去 


求 该 函数 . 例如 ， 设 某 物体 的 运动 速度 (r) =s) =gi(g 为 常数 )，te [0,7] ， 则 不 难得 
н(е) =e, 于 是 s(1) = Je 就 是 所 要 求 的 运动 方程 之 一 ; 又 对 于 任意 常数 -C， 


(260 +c) =@, 所 以 3(4) 的 一 般 表达 式 应 为 (有 ) = 二 gf +C MsU) аео), RX 
问题 就 是 不 定 积分 问题 , боз м 
一 、 不 定 积分 的 概念 

定义 3-1 车 在 某 区 间 上 (x) =f(x)， 则 称 (x) 为 f(x) 在 该 区 间 上 的 一 个 原 应 数 


( primitive function). 
例如 ，sinx 是 cosx 在 区 间 ( — оо , + oo ) БУВ р . ах 是 一 在 区 间 (0， + оо ) 上 的 


一 个 原 函 数 . 
对 于 一 个 给 定 的 函数 f(x*)， 假 如 它 有 一 个 原 函 数 F(x)， 那 么 它 便 有 无 穷人 多 个 原 函 
Ж. 因为 对 任意 常数 C， 都 有 i 
[F(x) +С]' = F (а) =f), 
这 表明 F(x) + C ШЖ f(x) ВОЈА. 
同时 ，F(x) + С Е f(x) BJ — 1] ХЕЙ 49 32 ЭБ. 因为 若 G (x) 也 是 /(%) 80 JE ER 
Ж, ДІ) 
[6(х) - Е(х) ]' = G'(x) - F ' (x) =f(x) -f(x) =0. 
ЕН Lagrange 中 值 定理 的 推论 可 知 : 导数 恒 为 零 的 函数 必 为 常数 ， 因 此 
G(x) - F(x) = C( C 为 常数 ). 
ЕП G(x) 也 应 具有 F(x) + C 的 形式 . 
定义 3-2 RØN) 的 全 体 原 函数 称 为 Fx) 的 不 定 积分 (indefinite integral) ， 又 称 为 


ХС) КО ВАО, ЗЕЕ | Kx) dx. 其 中 “ |” 为 积分 号 , у(х) ЖЕЛИШ, у(х) dx 为 被 积 
RAR, a 为 积分 变量 
如 果 FF(*) 是 /x) 的 菜 一 原 函 数 ， 由 定义 有 |C) de = PCa) +C, BER C 为 积分 常数 
由 此 可 知 ， 求 /(*) 的 不 定 积分 只 需求 出 A4) 的 一 个 原 函 数 ， 再 加 上 任意 常数 С. 


例如 ， | гаг = T e +С, 


f 


f совхах = sinx +C, 
x . x \ 
Је ах =e" + С. 
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不 定 积分 的 几何 意义 ” 求 函 数 A(x) 的 不 定 积分 ， 从 几 y 
何 的 观点 来 看 ， 就 是 要 找 出 所 有 这 样 的 曲线 ， 它 们 在 横 坐 
， 标 为 x 的 点 处 切线 的 斜率 等 于 f(x). 如 果 y = F( x) 9200 
曲线 之 一 ， 它 即 称 为 f(x) 的 一 条 积分 曲线 . 将 这 条 曲线 沿 
着 y 轴 作 上 、 下 平行 移动 ， 便 可 以 得 到 一 族 积 分 曲线 у = 
F(x) + C( 8] 3-1). 

例 3-1 求 经 过 点 (1,3) ， 且 其 切线 的 斜率 为 3.2 的 曲 






y=F(x)+C 





线 方 程 . 
解 ” 因 为 (x )'=3x’ 
所 以 由 f зх?ах =% +С 
得 曲线 族 y = x° + C. Ж] 3-1 


将 x=1, y=3 代入 ,得 C=2. 故 所 求 曲线 为 


- 


y = x +2. 
二 、 不 定 积分 的 性 质 和 基本 积分 公式 

根据 不 定 积分 的 定义 ， 有 

性 质 3-1 [ах] = (х) нў а [f(x) da = f(x) dx. 

性 质 32 ЈС) да у) +C f f(x) =A) +С. 

例如 ( feas) = е”, | (е2) "ах = e +С. 

上 述 两 个 性 质 清楚 地 表明 ， 求 不 定 积分 与 求 导 (或 微分 ) 互 为 逆 运算 . 因此 ， 有 一 个 导 
数 公式 ， 就 相应 地 有 一 个 积分 公式 . lin, A(Z) == (e= -1), EA, [ade = 


а+1 








+ С(а 2-1). 于 是 有 基本 积分 公式 如 下 : 


сє +l 
yet! 


(1) [аах = +C (а =-1) 


а + 1 





(2) [а =1а| +C (x=0) 

(3) | ea =е* +С 

(4) Гаа = +с | N 
(5) | eosxdx = sinx + С 

(6) f sinxdx = — cosx + C 

(7) f sec?xdx = tanx + С 


(8) | esc?xdx = — cotx + С 


1 
l +x 





(9) f 


zdx = arctanx + С = — arccotx + С 





ao j 


dx = arcsinx + С = — arccosx + C 
l -x | 











检验 积分 结果 是 否 正 确 ， 只 要 对 结果 求 导 ， 若 其 导数 等 于 被 积 函 数 则 正确 . 如 
例 3-2 验证 | 一 dx =ln|x| +C (50). 


| 证 “ 34 x >O 时 ， (In|x|)’ = (lnz) =, 





У х <0 А, (а [а |) =[ln( =) =ç 250) == 
.. [dx=In|x| +C (x 50). 
性 质 3-3 | 0) ах =k Са) da (Ck 为 非 零 常数 ) 
性 质 3-4 JIK) +&g(z)]dxz= |) аха а(х) ax. 
上 述 两 个 性 质 都 很 容易 由 相应 的 求 导 法 则 推导 出 来 . 
例 3-3 R | (3* 5+1). 


解 J (3* - Z tl)as=3 [аах -3 [Tax + | az = — /х + x + C. 


注意 : 此 处 只 需 写 一 个 积分 常数 C. 
例 3-4 求 (1) | 二 dx ; (2) | tan?xdx: (3) | Væla? -5)dxi (4) | E3 + 2*) dx. 


4 
1 + x° 





4 


x 
1 + x° 





1 3 
= 2 _1 ги) = _ . 
解 (1) | dx (= kia dx 3 = + arctanz + C; 


(2) f тап?хах = f Сес? -1)dx = tanx —x + G; 








(3) RAG – 5) ах = f (x? — 5x7) dx = ба i + C; 
(4) ез +2*) ах =3 f edx+ | (2) ах =3е +026) БС = Зе +26 + С 
| | : i f In(2e) 2 +1 ° 


从 以 上 的 例子 看 到 ， 直 接 利用 基本 积分 公式 及 不 定 积分 的 运算 性 质 ( 有 时 要 先 将 被 积 
函数 作 代 数 或 三 角 恒 等 变换 )， 可 以 求 出 一 些 简单 的 不 定 积分 ， 这 种 积分 方法 称 为 直接 积 


分 法 但 对 于 | ax、 esineda 等 ， 不 能 使 用 直接 积分 法 . 因此 ， 必 须 进一步 研究 积 





方法 . 

三 、 换 元 积分 法 
1、 第 一 换 元 积分 法 ( 凑 微 分 法 ) 
引 例 : | e*dx =e” + C 是 否 成 立 ? 


解决 方法 : 利用 复合 函数 ， 设 置 中 间 变 量 . Ф u=2x, M dx = 二 au， 


2х _ 1. u _ l u _ l > 
fe dx =- | e"du=5e +С= е + Є. . 


换 元 积分 法 (integration by substitution) 是 将 复合 函数 求 导 法 则 反 过 来 使 用 的 积分 法 . 
定理 3-1 fu) RAK Fu), и= ф(х) п], M 


[Ae p (ada = ||уби)ди] =) +С. (3-1) 
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证 ”由 假设 下 '(и) =/(u) ， 应 用 复合 函数 求 导 法 则 ， 得 


| р(х) ] =Е '(u)e'(x) = Ји)" (x) =/[ф(х) lp (a) 


故人 3-1) 式 成 立 . 


第 一 换 元 积分 法 的 关键 ， 是 通过 引入 中 间 变 量 x = g(x) ， 把 被 积 表达 式 凑 成 某 个 函数 


的 微分 ， 然 后 利用 基本 积分 公式 求 出 结果 ， 故 又 称 凑 微 分 法 . 





例 | 3-5 求 (1) | dx = (a>0); (2) | тапхах. 
a +x 
x 人 
dx _ 1 =) а l f аи 1 л 1 x | 
(1) | 5 = [— T L ^а 819804“ + С = —arctan — + G; 


+ (a) 


| ax = J Sese COSX =u ~ [& 


COSX cosy 


F ' T 


(2) J їапхах 


и 
= –- | и| +C = – 1 | cosx | + С. 


对 换 元 积分 比较 熟练 后 ， 可 不 必 写 出 中 间 变 量 и. 
例 3-6 >F J мх + adx. 


解 | ух+айх= | (жа) аба +a) = (z +a)? +С. 





例 3-7 КЕЕ (а>0). 


el ЕВЕ 

















а? -x 2а а+х а—х а + x а — х 
= 元 атк уе, 
5j 3-8 K j secxdx. 
М, . 1 3-7 .. 
= Іп | secx + tanx | + С. 
同 理 J csexdx = ln | cscx — cotx | + C. 
ШАА = fB RSR, RAKERA: 
例 3-9 | ѕіп'хсоѕ? аал = | sin?xcos’wdsinx = | эїп?х( 1 — ѕіп?х) dsinx 


© 


= 1 sin3x 一 —sin°x + C. 


3 
ЖЯ RR O = АН РАСА КЖЕ, —ЛДЕЛУ s | Е (Я 48 ДЫ): 


. 1 — cos2< . x sin2x 
|| 3- 2 = [17 00522 SN 
例 3-10 J sin хах J > ах > | + C. 


两 个 不 同 角 的 三 角 函 数 相 乘 ， 可 利用 积 化 和 差 公 式 ， 


例 3-11 J sin6xcos2xdx = | 25 энд, = 一 Ñ e cos8x 一 cos + C. 


同一 积分 ， 可 以 有 几 种 不 同 的 解法 ， 其 结果 在 形式 上 可 能 不 同 ， 但 实质 上 它们 只 是 相 


ЭЕ — У. 如 





+ С 


L 








例 3-12 >K | sinxcosxdx. i 





. 2 

解法 1 | sinxcosxdx = | sinxd( sinx) = = + G; ~ 
2 

解法 2、 | sinxcosxdx = 一 f eosxd cosx) = - + G; 


解法 З J sinxcosxdx => J sin2xdx = — + C. 
次 微分 常见 的 类 型 : 

. n+l n — Оох" d(x ) 
(1) Јо) а= | 一 


(2) [Xa =2 [ласт .. 


(3) [ЧЕ ах = [Ж(їпх) а ах) 7 





ө ару 


(5) | эюх) cosxdx = [ж sinx ) dsinx 


a 
к 


(6) [KE tde = [Ade 
(7) [5 tanx ) sec*xdx = J tanx ) dtanx 
(8) Jam, алоіаи) ах = | агсіапх ) d( агсїапх ) E. 


2. 第 二 换 元 积分 法 

第 一 换 元 法 令 uzol), ME -MIRAE u = ф(х) 的 反 函 数 x = 峭 (2) 进 行 换 元 ， 目 
的 是 去 掉 根 号 或 将 被 积 困 数 化 为 基本 积分 公式 中 的 某 个 形式 ， 这 里 要 求 x = J ( u) Ваў nj fs 
H y'(u) #0. | 


例 3 





解 令 V =t， 则 x = ，dx =2tdt， 所 以 


Eora | -2 [AD со расо [-% ое сз +] +C 


2205-0 + ух) ] + C. 


例 3-14 求 | 一 一 于 一- тт 


dx t 
—— t Hi =6 | *— 
TEE = = {чә 2) [туг 
` =6(t-— arctant) + C =6(%% — arctan Ух) +C. 


т ЖЕ H РЁ] ЖК 7 АЗ ЖЫ. =É ма? =x n Vx а? м х? + a°, 可 分 别 令 x = asint, x = asect、 
x 三 atant 进 行 代 换 化 去 根 式 ， 这 种 方法 称 为 三 角 代 换 法 . 如 : 


例 3-15 求 不 定 积分 | Va -xde (a>0). 
Е EZAR х = аѕіпі ( - <t <5) , W ма? -x =асоѕ t, dx = acostdt | =É g. 


= 一 各 一 





1 
4 =6 | (1 -了 z): 
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? 2 sin2t 
J Ма? — х^ах = Ја cos tdt =5 | (1 + cos2t)dt =Í: +з) + С 
а? | 
= 5С t + sintcost) + С. = 


为 便于 把 上 式 右 端 换 回 为 x RS, ЛӘ йЗЕЗЕ Z +ë ; 
x = аѕіпі, БП sint = =, 可 作 如 图 3-2 所 示 的 直角 三 角形 ， 


2 2 

由 图 3-2 可 得 cost = 站“ 一季， 所 以 
2 | | L 
J ма? — х? dx aa +> ма? -x + C. ax 


图 3-2 
913-16 R | —— кт 
х +a 

由 例 3-8 


авес ЧЧ 


解 -= x= _х = аіапё = | ec 
A + a° авес? 
ж ) /„2 2 
п x +a 
а 


dt = | ѕесгаг In | sect + tant | + С, 





+C =1а|х+ ва | + С. 








2 


其 中 (* ) ЕН tant = ER EAE OSE 3-2 类 似 ), 得 sect = tA 


例 3-17 Kaa 
YX ~a 


азес!# • tant 


x= _Х = азесё 
解 — 2 =] atant 
( жж) = 2 а? 


f + 
та а 


dt = f secrd: = ln | вес? + tant | + C, 


ln 








+С, =1а|х + а | + C. 
其 中 (x*) 由 sect = 一作 辅助 三 角形 (与 图 3-2 类 似 ), 得 tant = 5 一 0- 


要 根据 被 积 函 数 的 具体 情况 ,选取 简便 的 代 换 ， ee 


单 ， К 角 代 换 ， 对 形 如 [半生 二 dir, | — J у= — 


Га, ма жа, 的 积分 采用 倒 代 换 (< = TEADE, 如 
例 3-18 ж [= а, 


1 Ja 1 
2 ~ а == 2 2 2 
a — x u du 1 –1)2 
解 J к dx — т) = Саш л) Баи = Q Са + С 
4 
u 
(а? — x?) F 
т За? х) +С 
例 3-19 求 | dx 
x x 一 





(过 ) - ` ad 


解 = arccos 一 + C. 
Pv = wiae EE | 
四 、 分 部 积分 法 | | | `: 
ВЕ и=и(х) 与 2=20x) 均 是 可 微 函 数 ， 由 乘积 的 求 导 法 则 (zxo) Sw uw, A 


uv’ = ( uu)” — uv. . 
о ， са, 


对 等 式 两 边 求 不 定 积 分 ， 得 到 
Jun dx = ир 一 f шах 或 [ иф = ир 一 f vdu. “<. o ` 4 


这 就 是 分 部 积分 (integration Бу parts) 公式， 能 使 不 便 求 的 J udv 转变 为 比较 易 求 的 J vdu 

来 计算 . Е О 
913-20 ” 求 不 定 积分 [Inxdx. бз, | | 
解 © и =1х, ар= ах, Ш 


~ хах = xlnx — [хаһ = јх 一 J dx = xlny — x + C. 
. А Y - 1, 

例 3-21 >K [ xeosxax. ^ 
ВЕ — u=x, dv= соѕхах, Mij " 
o F 

| xcosxds = f хаза = xsinx — |, sinxdx чүхөїпх + + cosx +.C. 


为 简单 起 见 ， 以 后 我 们 不 再 标明 u. 的 取 法 ， 而 卫 接 运 = 用 分 部 积 分 公式 . 
例 3-22 zk J e"sinxdx. 


` А - ' ` 
. i . 1 „ í. + 


` т L 
解 f e*sinxdx = | sinxde = eřsinx 一 f edsinx = eř sinx 一 f ecosxdx 
" к К ‚ Д 1 + + 
\ — =< ': 
x ` x x Ы x x Ы 
= e" sinx 一 f cosxde F° sinx — есоѕх 一 É sinxdx. 
+4 5 


把 右 端 末 项 移 到 左 端 ， 青 两 端 同 除 以 2, 有  _. . r 


| k xy т 
L : ` e *` a = + 
' | esinzdx = ( sinx — cox) + С. 


上 式 右 端 已 不 含 积分 项 ， 故 加 上 了 任意 常数 C . | 


ln yx; 
例 3-23 求 | 一 一 d 
解 ” 设 w=Yx， 则 | . | : = 
[^а =2 | Inudu =2( ulnu — [ Чи) =2u( lnu -1) +c =2 Vx ( In vx —1) +C. 


在 例 3-23 中 同时 使 用 了 换 元 和 分 部 积分 法 . С 
下 面 列 出 部 分 适用 分 部 积分 法 求 不 定 积分 的 被 积 函数 类 型 及 u 和 do 的 选取 法 : 


类 型 : [ Р(х)е®ах u=P(a), dr = еа (P(x) 为 x 的 多 项 式 ) 
Р(х) sinxdx u=P(x), deəs=sinxdzx ` . 
| PC) совхдх | и = Р(х), dy = cosxdx | 





жш үр. f PCz)lnxdz , u=lnk, dë=P(x)dx 


J P ( x) arcsinxdx и = arcsinx ; dv = P(x)dx ' 


J P (x)arctanxdx и = агсїапх, dv = Р(х) ах 


690 Ш : je"sinbxdx az 任意 选取 I 
| е“ cosbxdx и ‚дь 任意 选取 
五 、 有 理 函 数 的 积分 ， ， oL 


有 理光 数 是 指 两 个 多 项 式 的 商 表示 的 函数 : ,viu. ; 
Р(х) A% ta, +i tata 
Q (x) рх" +b, x" 十 … +b x + b. 
其 中 m. n ЧЕТА З; а, ла, iaag 及 b. bras ЬЬ, 都 是 实数 ， 并且 a 50, 
b, #0. | - | 
假定 分 子 与 分 母 之 间 没 有 公 因 式 ， 当 n < т 时 ， 称 为 真 分 式 ; = næm 时 ， 称 为 假 分 
式 .利用 多 项 式 除 法 ， 假 分 式 可 以 化 成 一 个 多 项 式 和 一 个 真 分 式 之 和 . 


例 x +4х +1 _ Зх +1 эс Ls L 
x +1 x +1 





多 项 式 可 以 逐 项 直接 积分 ， 因 此 只 需要 讨论 真 分 式 的 积分 .现在 问题 在 于 如 何 将 真 分 
式 化 为 部 分 分 式 之 和 1 a 
KEARE T 25 . 


真 分 式 化 为 部 分 分 式 之 和 的 一 _ 般 规律 
(1) 分 母 中 若 有 因 式 (* -aa) ， 可 分 解 为 便于 直接 积分 的 形式 : | 
A, =+: A; 一 : - АШ ' | _ . ` ' 
— + + :“ + ， 其 中 A..A,.::: A, 为 待定 常数 . 
(х-а) (x-a) х 一 
(2) 分 母 中 车 有 因 式 (x? +px +q)", р -49 <0， 则 分 解 为 : 
Mx + N. ` Мх +№  ' M,x +N: 
~ 2 nkta C C C уу: в +—————, 
( x +px +q) | (х +рх +9) 2X + px + q 
其 中 Ma М, 为 待定 常数 (1 =1、. 2、… k). | 


2х – 1 
| 3-24 у —————4@х. 
例 求 | ы єч ' 


分 析 : ЖЯ РАЖ КАЈА x -5x +6 在 实数 范围 内 可 以 因 式 分 解 | 

解 a с=с утуу, TERMA, BAREIS: 
x+6 x-3 x-2 | 

方法 1: 去 分 母 ; ТВ АЗЕ С-З) (х2), 48 ` 


2-1 =4(-2) + B(x —3) SAt В) (2A +38). 
比较 两 端 x ЕЈ ЖЕН 35 3 ,4 Е СИ Н 


а: | . Рен 


Д" 





\ А Г ( „СА - 
2А +3В =1 


解 方 程 组 ,得 4 =5, B= -3. Se o \* i 


FP” 2. 在 恒等式 24 -1=А(-2) +В(%-3)+й, “< x=3, 得 4=S; < x 
В = 一 3. 


=2, 1% 

















2x—1 _ 5 3 
因此 x -5х+6 x-3 x-2 
2х – ] 5 3 
——————4х = — —- —— = — -31 一 2 | +C. 
| = 125 5 )9% 5 |х -3 | - 31 |х | 
2х +1 
| 3-25 у —WW. 
例 3 R| 4х 
2x +1 A B C 


= + —— + —, 
х(х-1)* x (x-1)? х-1 
2x+1=A(x-—1)2+Bx+Cx(x —1). 
&x=0, 得 4=1; @ x=1, 得 B=3; @x=2, {85 =A+2B+2C, 所 以 C= - 1. 


2x + 1 1 3 1 
l ——— =— +——— - . 
тж х(х-1)? x (x-1)? x-1 





[сету = [5 + т - |а = mlzl- 一 -mlz-1l+c 


X +2x 一 7 
例 3-26 zk Чч 








2 . 

、 x° +2x 一 7 A Bx + C 

解 各 一 一 一 一 一 一 一 = 十 ñ 
(х-1) (х +1) x-1 x +1 


_ x +2x —7 =А(х +1) + (Bx +C)(x-1). 
令 x=1, 得 4= -2; 令 x=0, 得 -7=4-C, 所 以 C=5; @ x=2, 得 1 =54 +2B+C， 所 














__х +2х-7____-2 ,3x+5 | С 
„ (х=-1) (а +1) x-1 ç +1 
а? +2х—7 -2 3x +5 3 , | 
—— s —AIx = + = — е — 2 1, 7 | +С. 
(х-1)(х +1) ü 3 р) 2ln |x 1| + In(x +1) +5агсїапх + C 
2х +2 
1 3-27 一 ~ 一 
例 Ж |= + Óx +13. 


分 析 : 被 积 函数 的 分 母 巡 +6x + 13 在 实数 范围 内 不 能 因 式 分 解 ， 可 用 凑 微 分 法 求解 . 
2х +2 _ 2х +6 — 4 а а(х“ +6x dx 
ЕРИНЕ ГЕРЕ 


х? + бх + 13 д? ёх 413% x° + бх + 13 4 | аур 





+ C. 
可 以 证 明 ， 将 有 理 函数 化 为 部 分 分 式 之 和 后 ， 只 出 现 三 类 情况 : 


| о, А | Мх + N 2 
(1) 多 项 式 ; (2) (Cay (3) С apa pg) РР – 49 <0). 


这 三 类 积分 均 可 积 出 ， 且 原 函 数 都 是 初等 函数 . 因此 有 理 函 数 的 原 函 数 都 是 初等 函数 . 
对 于 实际 问题 中 所 碰 到 的 积分 ， 通 常 可 以 查阅 已 经 编 成 的 积分 表 . 大 多 数 积分 表 

均 按 被 积 函 数 的 类 型 编排 ， 使 用 时 可 直接 或 经 过 简单 变形 后 从 积分 表 中 查 得 所 需 - 

结果 . ` | 
л Кү EEE, BT EAEE 


ж. plin fede, | E, | ЭШ®ах, Гаага, | 一 些 一 等 都 不 是 初等 函数 ， 这 类 积分 称 为 


lnx x 


= ]n ( x° + бх + 13) – 2агсіап Z +3 





== 
“ 积 不 出 ”的 积 


| т 











1. 在 区 间 ( - % ,+ % ) 上 ,下列 命 题 是 否 正 确 ? 为 什么 ? 


3 
(1) х 的 原 函数 ; 


(2) [а | 是 一 的 原 函数 ; 





(3) arcsinx 是 


-的 原 函 数 ， 
-x 


El 2. ШЕ n, Inax( 常数 a >0) 和 Inx + (b 为 常数 ) 是 同一 函数 的 原 函数 ,说 明 这 三 个 函数 相互 之 间 均 只 
差 一 个 常数 ， 
Шш 3. 下 列 式 子 是 否 正 确 ? 为 什么 ? 
[Aaa] с), аа, ла]. 


第 二 节 E 积分 


定 积 分 是 积分 学 的 一 个 重要 概念 ， 在 科学 研究 和 生产 实践 中 应 用 十 分 广泛 ， 如 平面 图 
形 面 积 、 变 力 所 做 的 功 等 都 可 以 归 为 定 积 分 问题 . 本 节 从 两 个 实 而 一 一 求 曲 边 梯形 的 面 
mm REAS, 引出 定 积分 概念 ， 接 着 讨论 定 积分 的 性 质 、 定 积分 与 不 定 

积分 的 内 在 联系 . | | 
一 、 定 积分 的 概念 

例 3-28 ” 曲 边 梯形 的 面积 . 由 连续 曲线 y=f(x) (х20) УА x =a, x=b. y=0 B| pz 
的 平面 图 形 称 为 曲 边 梯形 (图 3-3). 求 曲 边 梯形 的 面积 А. 

由 于 曲 边 梯形 有 一 边 是 曲线 ， 其 高 f(x) 
是 变动 的 ， 而 矩形 的 高 是 不 变 的 ， 所 以 不 能 
直接 用 和 矩形 面积 的 公式 来 计算 . 但 如 果 把 区 
间 [a,b] 划 分 为 车 干 个 小 区 间 ， 则 所 求 的 曲 边 
梯形 分 荐 成 若干 个 以 小 区 间 为 底 的 小 曲 边 梯 
形 ， 由 于 f(x) 在 [a,b] 连续， 而 小 区 间 长 度 
很 小 ， 所 以 小 曲 边 梯形 的 高 度 变 化 很 小 ， 因 
此 小 曲 边 梯形 面积 可 由 小 区 间 上 任 一 点 的 函 
数值 为 高 的 小 矩形 面积 近似 代替 . 这 些小 矩 
形 面积 之 和 作为 曲 边 梯形 面积 4 的 近似 值 . 

显然 ， 把 区 间 [ 4,5] 分割 得 越 细 ， 所 得 面 33 
积 近似 程度 就 越 好 ， 当 每 个 小 区 间 的 长 度 趋 
于 等 时 ， 其 极限 值 就 是 曲 边 梯形 面积 4 的 精确 值 . 具体 做 法 如 下 + 

(1) 27#]: 将 曲 边 梯形 分 割 为 n 个 小 曲 边 梯形 ， 在 区 间 [a,65] 内 任意 插入 n - 1 个 
分 点 : 





G =x <X <X, < <x, =b, 
把 [a,6] 分 成 n 个 小 区 间 ， 每 个 小 区 间 的 长 度 为 
I Ах, =x; 一 Mi (¿i=1,2,: n). 
(2) 近似 : 在 每 个 小 区 间 [x ,si] (i=1,2,…,n) 上 任 取 一 点 &， 则 小 曲 边 梯形 的 面 

















# AA, 可 近似 地 用 以 Ах, 为 底 、f(é,) 为 高 (以 直 代 曲 ) 的 小 和 矩形 面积 代替 ， 即 
AA,==f(£,)Ax, (i=1,2,.…,n). 
(3) 求 和 : 将 上 述 个 小 矩 形 面积 加 起 来 ， 就 得 到 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 


A => AA, = ХЕ) Ах, . 
(4) 取 极限 : ЇЕ А = max| Дх,|, А0 表示 每 个 小 区 间 长 度 都 趋 于 0， 则 曲 边 梯形 面 
积 的 精确 值 为 
А =lim > A(&) Ал, 
例 3-29 变速 直线 运动 的 路 程 . 设 某 物 体 作 直线 运动 ， 已 知 速度 v =v(t) :=О 是 时 间 间 
ШШ Т,,Т,] 上 的 连续 函数 ， 求 这 段 时 间 内 物体 所 经 过 的 路 程 *. 
由 于 速度 郴 数 是 连续 变化 的 ， 故 解法 与 求 曲 边 梯 形 的 面积 类 似 . 
(1) 分 割 ， ТЕНЇӨЇН АГ Т, T, WE ASE А n -1 个 分 点 : 
Т, =t <t, <t, < <t. = T, , 
ELT, N] п MAREE, ANKEREN At, =г,—.у, (ї=1,2,5‚п). 
(2) 近似 : ÆRE z. t ](i=1,2,..,n ) ру {ЕДИ—Н[Ж|т., ERTZA EE (с) 代 
替 [t.i,ti] 上 各 个 时 刻 的 速度 ， ‚Маман: 的 近似 值 为 
=y Ti) At, (i=1,2,.…,n). 
(3) 求 和 : 求 出 тун 
5 -5 As; = Sw) At.. 
(4) 取 极 限 : 得 到 总 路 程 的 精确 值 
S Кы zeo А, ЖФ A = тах | Ді, |. 
从 上 面 两 例 来 看 ， -前 者 为 几何 量 ， 后 者 为 物理 量 ， 但 都 由 一 个 
函数 及 其 自 变 量 的 变化 区 间 所 决定 ， 其 解决 问题 的 方法 和 步 刀 完全 相同 Н ия 吉 为 求 
一 个 具有 完全 相同 数学 2 吉 构 的 和 式 的 极限 . 
定义 3-3 设 函 数 .f(x) 在 区 间 [a， b] 上 有 和 定义 ， 任 取 分 点 
a =X LX <x, L Lx, <x, =b, 
将 La,5] 分 成 nn 个 小 区 间 ， 在 每 个 小 区 间 [x;., ,x;] 上任 取 一 点 £, (x, _i S£, = x.) ， 作 和 式 
> ACE) Ал, (其 中 Ах; =X; — Xj). (3-2) 
如 条 不 论 对 [ a， 5] 如 何 分 法 以 及 名 如 何 取 法 ， 只 要 当 А = max | Ах, 一 0 时 ， 和 式 (3-2 ) 的 极 





限 存在 ， 则 称 此 极限 值 为 /x*) 在 [a,5] 上 的 定 积分 (definite integral) , ig | /(x) dx. BP 
|, ZG) dx = im УСЕ) Ал, 
其 中 称 扎 z) WBRA, УС) dx 为 被 积 表达 式 ，x 为 积分 变量 ，a 和 6 分别 为 积分 下 限 和 
积分 上 限 ，[a,6] 为 积分 区 间 ，》 SE) Ax 为 积分 和 
定 积分 | С) dx 作为 和 式 (3-2) 的 极限 ， 是 唯一 的 一 个 数 ， 只 与 被 积 函 数 、 积 分 区 间 


有 关 ， 而 与 积分 变量 所 用 的 记号 无 关 . B | 
[ Ga) ах = [хуа = [ Cu) au. 
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根据 定 积分 的 定义 ， 前 面 两 个 实例 中 的 面积 或 路 程 都 可 以 用 定 积分 表示 . 
第 边 梯形 的 面积 可 表示 为 | 


А = [ K) ах. ! 
变速 直线 运动 的 路 程 可 表示 为 
S = Ñ u ( t) ағ. 


`á f(x) >0 B$, | A(x) ея на И y =/(х), Жав xz = a, x = b Ж x 轴 所 围 成 的 曲 边 
梯形 面积 | 

(ж) <0 n, | A(*) аката ШШ yA), BR z = a, x =56 及 轴 所 围 成 的 曲 边 
梯形 面积 的 负 值 ， 

一 般 情况 下 ,把 处 于 x 轴 上 方 的 图 形 
的 面积 赋 以 正 号 ， 处 于 x 轴 下 方 的 图 形 的 
面积 研 以 负 号 ， 定 积分 | f(x) qx 的 几何 意 
义 为 : ЗЕЛ к 轴 、 曲 线 y = 成 z) 及 直线 
x =a, x = b 之 间 的 各 部 分 面积 的 代数 和 ， 
如 图 3-4 


[ Kads =S, — 5, +S, — S, 


如 果 函 数 . Kx) 在 区 间 [a,5] 上 的 定 积 x 3-4 
分 存在 ， 则 称 f(x) 在 [a,5] 上 可 积 . 可 以 
证 明 : (1) 若 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 连续 ， 则 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 可 积 ; (2) 车 f(x) 在 区 间 
[a b] 上 有 界 ， 且 只 有 有 限 个 间断 点 ， 则 f(x%) 在 区 间 [ а,Ь] ETR. 


例 3-30 ”由 定 积分 定义 计算 | ¿ax | | 
## BERRES) =< 在 [0,1] 连 续 ， 故 可 积 . 为 方便 计算 ,把 区 间 [0,1] 分 成 n 
等 分 ,分 点 为 “= 方 (i=0,1,…,n)， 每 个 小 区 间 的 长 度 A% = 二， 取 小 区 间 右 端点 为 





é = (¿=1,2,--. n). 于 是 
[ x dx =lim У А) Ах, = lim > E Ax = lim 5 (z) | 1 
_ шылт ®1)(2л+1) 1 x 
| =m ез = 
对 定 积分 补充 如 下 定义 : 


(1) [f(x) ax =0 ; 
(2) [ Җх)ах=- [| f(x) dx. 
二 、 定 积分 的 性 质 
性 质 3.5 。 f(x) dx = k Cada C ERRO) | 
性 质 3-6 [[/(х) + а(х) lde = Губа) = Габа). 








性 质 3-7” 定 积分 对 积分 区 间 具 有 可 加 性 ， 即 | 
[лода = [Aade + [| ra COP a be ИО). 
性 质 3-8 ”如 果 在 区 间 [ a,5] 上 ,f(x) чаб), Ж 
[fas < [| gl) de.” 


性 质 3-9 TM. т/х) ЕС, 5] 上 的 最 大 ! 
值 和 最 小 值 ， 则 


m(b — a) = доа = М(Ь а)! i 


性 质 3-10( 定 积分 中 值 定 理 ) ' 如 果 函 数 f(x) 在 闭 区 间 ' 
[а,Ь] 上 连续 ， 则 在 [a,5] 上 至 少 存 在 一 点 上 ， 使 得 


а = (ё) (6-а) (a <£ = b). 


定 积分 中 值 定理 的 几何 意义 是 : 以 区 间 [a,b] 为 底 、 
[Ry mC уво atq 等 于 同 底 、 高 为 FLE) 


的 笨 形 面积 ( 见 图 3-5)、 通常 称 7 Ey [AC de эу š 

УС) ЛЕБЕГ а,Ь] Ей МИН. 

三 、 牛 顿 一 莱 布 尼 兹 公式 i ‚› 
RRAS ERKELA b] ЕЖЕ, АЗ 在 区 间 [a:6] 上 任意 变动 ， 那 么 对 于 每 一 个 

取 定 的 * 值 ， 定 积分 [SO dt 必 有 唯一 确定 的 对 应 值 ,所 以 【sd 是 zx 的 一 个 函数 ，' 记 

为 G(x): а, 

G(x) = | уса) 








`) í * . f 


函数 С(х) 称 为 积分 上 限 函 数 . “ 
定理 3-2 RARS EKAL La, b] EE, MIRER RA 


G(x) = [коа 
在 La,6] 上 可 导 , H 
` G (w) = [оар = f(x). 


= C(x + Ах) - G(x) - Ёлда - [ya = [^а Ак. 
АСЕ Аа Фу "(Hep EHE баждар. `7 
因为 Aro ў, ё, нта, 5] ЕЕ, ВШ v 
G' (x) = АС = уе) ал). 8 
这 个 定理 指出 了 -个 重要 结论 ; {ИЕ назвал ЖОЖ. ш уб») еее 
数 ， 则 убт) ае 就 是 它 的 一 个 原 函 数 . 这 就 回答 了 上 节 遗 留 下 来 的 一 人 问题: 尽管 不 能 用 
初等 函数 表示 出 e-2= 等 的 不 定 积分 ， 得 却 不 能 洲 它 们 的 不 定 积分 不 存在 


+ a - А 
жос, 
Кб, - v; i í. 
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"а 
sintdt 





例 3-31 Klim 2 ` t саз, 


sintdt h 1 . А 
解 ” 当 x 一 0 Hj, [ siwar Жу О 型 不 定式 ， 由 1 L Hospital 法 则 及 定理 3-2, 得 


А 


( f sintdt) _ 


1 
x—0 É Шр; (х?)' 10 2x 27 .. 
推论 如 果 人 (站 连续 | б, Ь(х) пр; 则 
[人 хош]! = ДС) 1b'(z) = аа) Ја" (x). 





Р 


| 3 н l 
例 .3-32 RÍ |. е a ] | | 
. f Lf, ес]. = ет ' - е“ х2), = 34207 _ 2де. 


控 定 义 计 算 定 积分 是 困难 HJ, 因此 需要 解决 定 积分 的 计算 问题 . Newton 和 Leibniz 把 
定 积 分 的 计算 归结 吉 为 求 原 函 数 的 运 云 算 ， 得 到 了 微 积 4 分 基本 和 定理 . 

定理 3-3( 微 积分 基本 定理 ) 设 函 数 /(x) 在 [a， b] 上 连续 ， 如 果 Кох) RESC) 0—7 
РЕ, J 


[ f(x) ах =F(b) -F(a). _. п 
证 BA FOES ARR, XO SE EB 3-2 Эп, f AC) detb у(х) BJ— F BR Es 
数 . 由 于 同一 函数 的 任 倍 两 个 原 函 数 之 间 点 能 相差 一 个 常数 ， 所 以 
[fa = F(x) + C 


Ф =a, F(a)+C= [уйуй =0, 得 C=-F(a)， RAER, 有 





[A dt = F(x) ~ Fla) 
4 x=b, ERRA [коа = F(b) – F(a) 
一 般 常 写成 如 下 形式 | 
лда = FS |, = РО) ~ Pla). (3-3) 
2003-3) 就 是 著名 的 牛顿 一 菜 布 尼 兹 ( Newton-Leibniz ) AS, 这 个 公式 将 定 积分 的 计 
算 转 化 为 求 不 定 积分 的 问题 . м | | 4 ` 
例 3-33 用 牛顿 一 莱 布 尼 北 公式 重新 计算 例 3-30， 即 求 foan 
l 2 x ! 1 ‚1 + - 
解 [| а = 于 | =з--0 = н 
例 3-34 RS оја `° L 
- aiy уе? сз? ` Н i f 
解 2-«1={ мН I 
| 5-2 ж>2: : ! ' „о. бз, 
[, |2 -wldx = f Q 2 — x) ах + f (х —2)dx = 5. О, 


913-35 设 小 鼠 的 能 量 代谢 率 EMR 以 日 为 周期 而 变化 : | 








EMR(t) = -0. 6cos ту + 1. 2(kJ/d) ' 


其 中 上 =0,24,48 ,… 相应 于 下 午 4 点 . 求 小 鼠 的 日 代谢 值 EM . 
解 小 鼠 一 天 之 内 的 能 量 代谢 值 可 用 [0,24] 这 一 时 间 间隔 里 代 斋 率 的 积分 求 得 ， Вр 


_ {(*“ ИНО T 12. zt “ 
ЕМ = [ EMR(t)dt =f ( — 0. 6cos = + 1.2) = |- 0.6 x rsin 0 +1. 2e} | 





=28. 8(kJ/d>. 

四 、 定 积分 的 换 元 积分 法 和 分 部 积 

1. 定 积分 的 换 元 积分 法 | 

ПЖ PE ЖК /( х) ТЕБЕТ] [ а,Ь] EE, Wd x = ф(т) ДЕГ a B] E Er i is É EL ЛЗ Eb Н ЕР, 
当 自 变 量 1 在 [a,8] 上 变化 时 ， 由 函数 e (1) 所 确定 的 x 值 在 [a， b] 上 变化 , H ela) =a. 
p(B) =b, Mj 

[лоч = лососа (3-4) 

式 (3-4) 称 为 定 积分 的 换 元 公式 在 应 用 时 必须 注意 : 加 换 元 后 定 积分 的 上 下 限 要 相 
应 改变 ， 即 换 元 必 换 限 ; @ 求 出 新 变量 的 积分 后 ， 只 要 将 新 的 积分 限 代 和 人 计算， 不 必 换 回 
原来 的 变量 . 

013-36 (1) [с +1)?хах, (2) [> сов?хвіпках. 


ЖЕ (1) Фа +1 =t, 则 xde = 地 dt 当 x=0 时 , t=1;x=1 时 , t=2， 故 








| - О (х2 + 1)?хах = [ ° 。 2-а = (и ) = =: 
如 果 不 明 显 地 写 出 新 变量 上 ， 则 不 必 改 变 积 分 限 ， 即 : 
[ G + 1) xdx = оё +1)taG + 1) = 4 [+ = 12. 
(2) [> eos’xsinxdx = 一 [ cos’xd( cosx) = 一 [ 二 cos'z] 本 一 4. 





例 3-37 >K fa /1 一 x dx . 
SR ”本 例 可 用 第 二 换 元 法 求解 ， 注 意 换 元 时 必须 换 限 Ç 


解 [ х? V1 = хах — f sin °t cos’tdt = + pP sin’21dt = + 2 1 — cos4t costy 
_1[, „мн Zon 
8 4 o 16 
913-38 RARS EKE -a,a] 上 连续 ， 试 证 : 
0 当 fx) 为 奇 函 数 
J.C) dx = | 


2[ x) dx у) ИВС. 





证 | f(x)dx = f Kayda + | C) dx. А 
-[Ж-иш)4и = [ K- x)dx, 





[S ya E 





| l 0 ща) Жары 7 
[ә = [| 0-2) лода = | : 
a 2 Í f(x)dx у(х) РАЖ 
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I 
例如 |, х°вїпхдх = O. ' ШЕ 


f jalde = 2 Í |х|ах = 2 f ха = 4. - | . " 


2. 定 积分 的 分 部 积分 法 
设 函 数 = и(х) о =wv(x) 都 在 [a,b] 上 有 连续 的 导 函 数 ， 对 公 却 
uv’ = (uv) — u” | 


的 两 端 取 从 a 到 的 定 积 分 ， 有 А 
[ uu dx = [ (шо) 'dx 一 [ u'vdx 





故 Í uv’ dx = и? 
式 (3-5) 称 为 定 积 分 的 分 部 积分 公式 . 
例 3-39 f ха» = yinx |: _ fe 2 ах 


013-40 药物 从 患者 的 尿 液 中 排出 ， 一 种 与 型 的 排涝 速率 函数 是 (1) =“, JẸ k 


b b . 
_ [ u ud . Е (3-5) 


ё 
= e 一 和 
|1 








= 1. 


是 常数 . 求 在 时 间 间 隔 [0,7 ] 内 ， 排 出 药物 的 量 D . | 
解 D -=f r(t)dt _ [ те“ dt =- (rer |, - [| eat) =- те" аа i 
1 _ rí T 1 - і i 
== ° (ты). 








И 3. 一 个 函数 若 有 原 函 数 ， 则 有 无 穷 多 个 原 函 数 ， 那么 利用 Newton - Leibniz 公式 计算 定 积分 | да) ax = 
F(b) - F(a) 时 ， 是 否 会 由 于 选取 不 同 的 原 函 数 而 得 到 不 同 的 积分 值 ? 为 什么 ? 





á 


第 三 节 ” 定 积分 的 应 用 
将 实际 问题 转化 成 定 积 分 定义 中 的 “分 割 、 近似 、 求 和 、 取 极限 ”的 方法 称 为 微 元 
法 . 用 微 元 法 解决 实际 问题 归结 为 : 
(1) 在 [a,5j] 中 的 任 一 小 区 间 [x， x*+dx] 上 以 均匀 变化 近似 代替 非 均 匀 变 化 ， 列 出 所 
求 量 的 微 元 : dA =/(x)dx; 


(2) 对 上 式 积分 ，' 即 得 所 求 量 4 的 定 积分 表达 式 : 4 = | fa) dx 
以 上 两 步 ， 关 键 是 第 一 步 ， 即 要 正确 地 列 出 所 求 量 4 的 微 元 d4 = f(x) dx . 
一 、 平 面 图 形 的 面积 
а y Л (а). УЛС) (A (к) =; (ә) MAR x = а, x = Са < b) 围 成 的 平面 图 形 





如 图 3-6 所 示 ， 求 其 面积 4 . 

现 用 微 元 法 求解 : 在 [a,bj] 内 任 取 小 区 间 [x,x + dx] ， 它 所 相应 的 罕 条 面积 、 近 似 等 
于 高 为 [f(x) -f(x x) ] (以 直 代 曲 )、 底 为 dx ВРЕ ЕЈР ER, 00070 аА = [Л (х) - 
ЕА х) ]dx， 因 此 ч 

= Сло — ta) Jde. са 

同 理 ， 由 曲线 x =@ (у). х=ф,(у)(ф,(у) 2ф,(у)) Жу =с. у= 4(с<а) ВААУ 

图 形 面积 (图 3-7) 为 


= [Ге (0) - (у) 195, 






у=} (х) 
у(х) 





图 3-6 


图 3-7 
013-41 求 由 曲线 y=2 -x° 和 y=x 所 围 成 图 形 的 面积 (图 3-8). 7 
解 解 方程 组 
р =2 — x° 
' y =° й 


= I, [ (2 — x°) — x’ ]dx = I (2 = 2x°)dx = af (1 _ yda = 5. 


>” 


# 


例 3-42 ЖЫШ; + 27 =1 的 面积 5 | 


> 


解 ” 所 求 面 积 ПЕ З -9. 由 对 称 性 ,椭圆 的 面积 等 于 它 在 第 一 象限 内 那 部 分 面积 的 ,4 f . 


k 





s=4[ 之 J Ua 


{ k. 


. т = 
x = аз 2 - > 
— b | М1 — sin'tcostdt = 4ab | cos*tdt 


173 








= 4ab (£ + ЭШ) 


34 b =a 时 ， 就 得 到 圆 面积 公式 S = ra . 





л 
2 
0- 


13-43 В y =2x 与 直线 y=x – 4 所 围 图 形 的 面积 S. 
а 解 方程 组 | 7 “得 两 曲线 交点 (2， -2), (8,4). 
у=х— 


WIKA. Hz 为 积分 变量 (如 图 3-10) Д] 
S 


4.2 3 [2 ; 2 \ [8 
= 4102,3 |, + (2222: -E + 48) 


解法 2 选取 积分 变量 为 y( 如 图 3-11), W 





2 





显然 ， 解 法 2 较 简 便 . 
二 、 旋 转 体 的 体积 


[ [VE CV) Ја + | [VI - (x -4)]dx 


旋转 体 可 以 看 成 是 由 一 个 平面 图 形 绕 某 轴 旋转 而 成 的 .如 矩形 绕 它 的 一 


到 圆柱 体 ， 直 角 三 角形 绕 它 的 一 条 直角 边 旋 转 便 得 到 圆锥 体 等 等 . 下 面 讨 论 由 曲线 y = 
Кх) 5 В x =a, x=b(a <b) М x 御所 围 成 的 平面 图 形 绕 Ох 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 的 


体积 V, 的 计算 公式 . 


在 [a,5] 内 任 取 一 小 区 间 [x,x +dx] ， 过 点 x 及 x+dx 并 垂直 于 x 轴 的 两 个 平面 截 得 旋 
转 体 上 一 小 薄片 (图 3-12) ， 由 于 dx 很 小 ， 小 薄片 体积 AT 可 近似 看 成 是 以 my 为 底面 积 、 


以 dx 为 高 的 小 圆柱 体 的 体积 . 故 体 积 微 元 dV = 
Ty dx,. 于 是 


V. = [ лу. ах = [ CG) as. 


同 理 ， 由 曲线 x = ф(у)Ә МА y=c, y=d(c < 
d) Ë y 轴 所 围 成 的 平面 图 形 绕 Оу 轴 旋 转 一 周 所 成 的 
旋转 体 的 体积 为 
V, = [ redy = [чо 
例 3-44 ЖП +261 ех x 轴 旋 转 而 成 
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3-12 








的 椭 球 体 的 体积 . j 
# V = f my dx = zf (1. — ах = Í rat 
如 果 令 a =b -= 及， 就 得 到 半径 为 尺 的 球 的 体积 公式 
у= 37 лк. 


013-45 НИЕ у= х. Б x =2 及 * 轴 所 围 成 
的 平面 图 形 绕 Оу 轴 旋 转 一 周 所 得 的 体积 . 

解 ” 旋 转 体 的 图 形 如 图 3-13 所 示 ， 所 求 体 积 为 圆柱 体 
的 体积 减 去 中 间 杯 状 体 的 体积 


V, = [тау - [су?а = [ яса = y)dy = 87. 


三 、 变 力 沿 直线 所 做 的 功 


设 物 体 在 常 力 玉 作用 下 沿 直 线 移动 的 距离 为 ;s， 那 么 | 
常 力 所 做 的 功 W 20 





W = Е • s. оз 

设 物体 在 变 力 Е(х) ЕНТ, W x М x =a 移动 到 x =b. 在 [a;5] 内 任 取 一 点 x,， JE x 
处 的 变 力 F(x) 近似 地 看 作 小 区 间 [x ,x + dxj] 上 的 常 力 ， 得 到 功 的 微 元 | 
于 是 所 求 的 功 为 . 

W = [ F(x) ах. ' 

例 3-46 已 知 某 一 弹 得 每 拉 长 0. 02 米 要 用 9. 8 牛顿 的 力 ， зовано о 1 Ж 
做 的 功 . 
解 由 实验 知道 ， 弹 筑 拉 伸 所 需 的 力 严 与 香 长 量 * 成 正比 ， 即 下 = 及 (为 比例 
AY). | 


a боа 24 [91 
W = [ Е(х)ах = [ 4.9 x 102xdx = 4.9 x 102 [5] | =,2.45( 焦耳). 
. : 0 
4 


四 、 连 续 孙 数 在 已 知 区 间 上 的 平均 值 


“平均 ”这 个 概念 经 常 出 现 于 生产 实践 及 科学 实验 中 ， 例 如 平均 速度 、 平 均 功 率 等 
等 . 积分 中 值 定理 给 出 了 计算 函数 平均 值 的 公式 : 


7 = р [Хо m; 


B) 3-47 ра у=1 -x 在 区 间 [ -1 ,1] 上 的 平均 值 ， 





解 y=—— Í. (1 — -me)dx = Z 


例 3-48 ”胰岛 素平 均 浓度 的 测定 . 
由 实验 测定 病人 的 胰岛 素 浓度 ， 先 让 病人 禁 食 ， 以 降低 体内 血糖 水 平 ， 然 后 注射 大 量 
的 糖 给 病人 . 假定 由 实验 测 得 病人 的 血液 中 胰岛 素 的 浓度 C ( t) 《单位 /ml) 为 
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‚ оа 4 0 ==5 
б C(t ) = e htt = 5 . 
(2-5) >4 r> 5 


其 中 6 = 12. EFIE] z :的 单位 是 分 名 求 血液 中 的 胰岛 素 在 一 小 时 内 的 平均 浓度 C(9)， 


解 EE Poca = бо-0 L [fewa [eoa] 


Hi t(10 —t)dt + [Г 2Se 全 5) qz | 


-= -= (83. 33 + 614. 12) = 11. 62( 单 位 /ml). 





五 定 积分 在 医学 中 的 应 用 сазы) 


1. 染料 稀释 法 确定 心 输出 量 

例 3-49 ` 沁 输 出 量 是 指 每 分 钟 心 脏 泵 出 的 
血 量 ,在 生理 学 实验 中 常用 染料 稀释 法 来 测 
E. 把 一 定量 的 染料 注 和 静脉， 染料 将 随 血 液 
循环 通过 心脏 到 达 肺 部 ， 再 返回 心脏 而 进入 动 
脉 系统 . 

假定 在 时 刻 +=0 时 注入 Smg 染料 ， 自 染料 0 3 8 з в 30 (G) 





注入 后 便 开 始 在 外 周 动 脉 中 连续 30 秘 监 测 血 液 Ез 
中 染料 的 浓度 ， 它 是 时 间 的 函数 C (г) ( EH 
3-14); 


со) = -| A 0 ==3 或 18 <2=30 

| (È 401 +453; –1026)10° 当 3 <1%<18 
лнн М 与 在 30 秘 钟 之 内 测 到 的 平均 浓度 со 的 比值 是 半分 钟 里 心脏 泵 出 的 血 
量 ， 因 此 ， 每 分 钟 的 心 输出 量 Q 是 这 一 比值 的 2 J, E 





试 求 这 一 实验 中 的 心 输出 量 О. 
解 C(t) = sof C(t)dt = +f (£ — 40 + 453: — 1026)10 d: 


t 


_ 10272 d40P 4532 з 102. 
= == (5 - 5 + -1026:) | = -zg [3402 — (~ 1379. 25) ] 
=1. 59375 Я 

因此 ”- О = 56, 275 (L/min)., 


2. 脉 管 稳定 流动 时 的 血 流量 的 测定 ` Е 
例 3-50” 设 有 半径 为 R， 长 为 上 的 一 段 刚 性 血管 ， 两 端的 血压 分 别 为 p, M p (р >p). 
слып Баи LS н, Òr 处 的 血 流速 度 符合 Poiseuille 公式 


(у= R - r) 
其 中 VERSAR. 求 在 单位 时 间 流 过 该 横 蕉 面 的 血 流量 0 . 
解 ” 将 半径 为 R 的 截面 圆 分 为 ”个 圆 环 ， 使 每 个 回环 的 厚度 为 Ar = 且 ， 又 因为 贺 环 面 
两 的 近似 值 为 2mr Ar, 所 以 在 单位 时 间 内 通过 第 个 加 环 的 血 流量 AQ, 的 近似 人 为 








- АО, = V(£;) ° 277, ”Ar 
Hp g e [r,,r; + Ar]. 


故 Q = lim (6) . 27rr Ar = f V(r)2zrdr = PTPR _ 7 )2mrdr 
_ л(р, —р„) к _ л(р 一 p.) R° 
_ PE. [ (Rr 7) _ ‚ 8nL i 





m 1. 什么 叫 微 元 法 ? 该 法 的 关键 是 哪个 步骤 ? 用 微 元 法 解决 实际 问题 应 注意 什么 ? 
Ш 2. 求 由 曲线 y = sinx 与 x 轴 以 及 直线 x =0、x = 2 所 围 平面 图 形 的 面积 只 ， 某 人 的 解法 为 面积 5 = r sinxdx 
= 0 ， 指 出 其 错误 的 原因 ， 并 更 正 . | s 


I 


_ ` | ‚ ИТ T Г- x 积 分 


在 许多 实际 问 题 中 ， 会 遇 到 积 ! 分 区 间 无 限 或 被 积 函数 无 界 的 积分 ， 这 两 类 积分 统称 为 
广义 积分 (improper integral) ， 广义 积分 不 属于 前 面 所 说 的 定 积 


一 、 无 穷 区 间 的 广义 积分 | 


由 例 3-40 可 知 ， 在 时 间 间 隔 [0,7] 内 ， 从 患者 尿 液 中 排出 药物 的 量 为 
o erg Дорт 1 
D = | tedt = т (жор) 
如 果 所 求 的 是 排出 药物 的 总 量 ， 则 时 间 上 限 7 л зч +, Вр 
= -di = l (Tr лү 1 
| D = lim ie dr = lim [2 [+ + т) |= > 
这 极限 值 称 为 je 天 在 无 穷 区 间 [ 0, +оо) 上 的 广义 积分 . ` 
定义 3-4 设 函 数 /(*) 在 区 间 [a, + % ) 上 连续 ， 如 果 极 限 lim [ Ga) ааа < b) 存在 ， 
则 称 此 极限 为 f(x) 在 [a, + © ) 上 的 广义 积分 ， 记 为 
[ayda = lim | у) а 


. ы 


这 时 也 称 无 穷 限 广义 积分 | .Kx) dx 存在 或 收效 (convergent) ; 车 极限 不 存在 ， 则 称 广义 
积分 全 Кх) ах FFEA B divergent). 
Ze F( +=) = lm PO), MI SARAH EE ASEAS ER ARE 
[ ZG)dax = F(æ)| = FC+ æ) - F(a). (3-6) 
Жш, EXS ЖД : 
M f(x) dx = lim [ә ds. 
[Хах = lim [ A(x)dx + lim | f(x)dx (oc 为 任意 常数 ) 
当 上 式 右 端 两 个 广义 积分 都 收敛 时 。 称 广义 积分 | Са) dx сой, 否则 称 广义 积分 发 散 
与 公式 (3-6) 类 似 ， 有 | 








b 


= F(b) – F( — ә). 





f. f(x)dx = F(x) 
1 3-51 求 广义 积分 . 


oft ofa 


кий: 


+ 











解 (1) F = = arctanx = limarctanx — limarctanx 
= х + x _ к х=» + 00 x— =% 
XY r 
7 Tə | ( 2 ) = 7. 
(2) | dx = lnx T =+ e. 
1 x 
广义 积分 |。 一 各 在 几何 上 表示 曲线 


у= 一 二 与 * 轴 所 围 图 形 的 面积 为 x( 图 


3-15). 

例 3-52 设 静 脉 注射 某 药 的 血 药 浓 
度 一 时 间 曲 线 符合 函数 С = Се", В С, 
为 1=0 时 的 血 药 浓度 ,下 为 正常 数 ， 试 求 








C 一 t 曲线 下 的 总 面积 AUC. 3-15 , 
+æ _ C 
_ -kt _ 0 
解 AUC = [ Coe di = — 
+ C ` 
-kt _ 0 + 
[e] , PG 





二 、 无 界 陪 数 的 广义 积 
定义 3-5 (а) Е a,b] 上 连续 ， 且 limf(*) = оо, 如 果 limf И) dr(e > 
0) 存 在 ， 则 称 这 个 极限 为 函数 (x) 在 区 间 (a,6] 上 的 广义 积分 ， 记 为 [ f(x)dx; Bp- 
[50а = lim | Уз) 


这 时 称 无 界 函 数 广义 积分 | fa) dx Week; BWR LRR. 


- ”类 似 地 ， 对 函数 A(x) 在 x=6 及 x'=cla<c<5b) 处 有 无 穷 间 断 点 的 广义 积分 分 别 定 
义 为 : 


[ f(x) ax = lim [ уох) (є > 0). 
[юч = ша [док + ша f Aade Ca, > Oses > 0), 


йна (z) = % ， 只 有 当 上 式 右 端 两 个 极限 都 存在 时 ， 称 广义 积分 у(х)4х сак, ЖЕ 


则 称 广 义 积 分 发 散 . 
、 ! dx 
例 3-53 计算 | — ——. 
计算 人- 让 
ЕЕ 因 *=1 是 被 积 函数 的 无 穷 间 断 点 ， 故 
1 1-є + l-e 
| — dx _ = lim Í —d _ = lim | arcsinx ] = limarcsin(1 ~ e) = Æ, 
1 — x° 2—0 + 1 — х s—0 + 0 2—0 + . 2 


78 














{| 3-54 求 f dx 
解 x=0 是 被 积 函 数 的 无 穷 间断 点 ， 由 于 


lim f dr - lim [-+]| = lim( -1 ++) = + ® 


g2ə—0 + +22 x 672—0 + x 


即 广义 积分 上 E 发 散 ， 所 以 | ЧЕ жй. 


Ü+z£2 


如 果 没 有 注意 到 x =0 是 无 穷 间 断 点 ， 就 会 得 出 以 下 的 错误 结 采 : 


1 
Es [alls 


1 


|. 







= ленини. 








ш 1. f = [n |x 0; 
Ыш 2, l хах 1813380 
>= АЙ = I 
1. 用 直接 积分 法 求 下 列 不 定 积 
(1) f G + 1)dx; (2) ах; 
(3) KG — 2) dx; | | (4) J Эзїпхах; | 
(5) |= /xdx; (6) | Че + 1) (x — + 1) dx; 
(7) | cot’ædx; | Dfa + sinx + cosx ) ах; 
(9) J ==: | (10) [E a; 
— Za l +x + а g 
(11) dx; (12 
[=з ) | “== т = 
сов2х 
3 — dr; 一 一 一 -一 dx. 
l ) J COSX — sinat , ( 14) J sin? XCOS 2-0 
2. 用 换 元 积分 法 求 下 列 不 定 积 
(1) | sin?xcosxdx: (2) | sin2xcos*xdx; 
3dx _ М nx 1 
(3) a зу (4) | — Sas 
l +х, 2х ~ З 
п 1 — x; (6) [эу рк Еру БО? 
(7) [2х мх? + ldx; (8) K€ – 2х)°ах; 
— dr __, р — dx _ j 
(9) | 2: (10) | = 





dx 
Шут 


(13) J sin xdx ; 


з) | 
ал) [TF зу 


(| 
(21) | =a, 


3. 用 分 部 积分 法 求 下 列 不 定 积分 
(1) | xe™qx; 
(3) fe cos xdx; 


(5) J ( arcsinx)°dx; 
(7) [ЧЮ dv; 


(9) J V9 — x dx; 
(11) хах; 


4. 求 下 列 不 定 积 


о) /= Err 





(5) Га 


(7) f£ arosine) dx; 


1 
9 — d 
( ) > 529 


(11) J arctanxdx; 


(13) [|= dx 





(12) k secx ° tanx j 


V sec2x + 1 


(14) | Cana — cotx ) dx; 





(16) [—®® 


sinx’ 
dx 
a8) | = 


dx 
(20) ie м х? 3. 


o» |—= +a)? 


(2) J xsin2xdx ; 
(4) аба? + 1)dxi 
(6) | сов(1пж) dx; 
(в) [| Rd, 
(10) | x’ sinædx; 
(12) J e” sinbxdx. 


(2) [= x +1 dx; 


x? + 4x + 5 
2) reani 
(6) | Sar: 
(8) [жета ж; 


10) | 一 dx 
) | -5 a 


(12) | lnxqx; 


(14) | fds; 


(15) Ја Са) ах, 其 中 f(x) 的 原 函 数 是 2 六， 


(16) [xf'(2%)qx, 其 中 Kx) 的 原 函 数 是 sm 


5. 由 定 积分 的 定义 计算 | wdx (а < b). 


6. 求 : 





一 个 





d р 3 а, ° 2 . 
(1) 5l V1 +24; (2) еј сові dt) ; 


і 


[ е? dt | ( ассїапі) ds | 
3) lim = 至 一 一 一 ; 4) lim =; T, + 
(3) lim = (4) lim ү о! 
> 
аршу d у d рны 
(5) £ | sinx’ ах; = sinx ах; | ЭБ}, sinx’ ах. 
7. 计算 下 列 定 积分 | | | | | А 
| | 3 
(1) | as; un юе е у к, 
5 d Оу Tan e E 
3 9; 4 | 
a т (a) р, A - 
- | 1 два, 个 
(5) [Г x cosxdx; | (ó) Í. [nx | dx ri: +, +: r 
”dx ` | v. — АШ. N 
7 一 了 b>a>0); 8 
(7) | F (b>a>0) те 
4 У: 
(9) | x= ма? — x° dx; (10) E Ve 一 1дх;, . 
аз ; та, ‚овоз 
=0 r “ 
(11) [ Vsin3x 一 sin xdx; (12) f. f(x)dx, HH f(x) v- x . ' 
. ,sinx x<0 ` 
8. 证明 -  . i As. x a. „әк, À “ж; 


ор f(sinx) ах - f? Neos) dn: 


k 
f + - L 


i | Е 
(2) [ x" (1 - x)" dx = Í x" (1 x) "dx. Е бозу ру ` 


9. E f(x) АЕ ( — w ;+%m) 定 义 的 以 T 为 周期 的 连续 函数 即 对 任意 的 <*， 和 总 成 立 
f(x) =f(x +T), MEBB | 
[ләш E [fajde (a 为 任意 实数 )，， 

10. 大 多 数 植物 的 生长 率 是 以 若干 天 为 周期 的 连续 函数 . 假定 一 种 谷物 以 ` = 

f g(t) =sin (Tt) | i | 

的 速率 生长 ， 其 中 上 的 单位 是 天 . 求 在 前 10 天 内 谷物 生长 的 量 .， 
11. 口服 药物 必须 先 被 吸收 进入 血液 循环 ， 然 后 才能 在 机 体 的 不 同 部 位 发 挥 作用 . 一 


种 典型 的 吸收 率 函数 具有 以 下 形式 : К 
Да) =м(ї-Ь)!,‚ ОЬ, * j| 
其 中 和 4 是 常数 . 求 药物 吸收 的 总 量 . 0 о -- À 
12. 计算 下 列 广义 积 КО 
of s; (2) [T <a 
2xdx_ . I l > L 
(з) [7 Eri (4) [ тепла; | | 
ах ! хах ` о У" 
5) | —; 6) xz _. V? ,eo ' 
(5) | a © | е 


13. 求 由 抛物 线 y = x° -4x +5, х HA 2 х =3. x=5 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 
14. 求 由 抛物线 y=4(x+1) 与 Y=4(1 一 x) 所 围 成 的 图 形 的 面积 . | 
15. 求 由 曲线 у = шх. 5928 у = аЬ. у= ша (b>a>0) 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 


` 
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16. 2 


5+9=1 
жу 条 旋转 所 产生 的 族 忽 体 的 体积 | 
. 求 双 曲线 
Жү Ус ш] 
а b 


与 y= +b. x=0 所 围 成 的 平面 图 形 绕 y 轴 旋 转 所 产生 的 旋转 体 的 体积 

18. 求 由 抛物 线 y=, х= у? 所 围 图 形 绕 x 轴 旋 转 所 成 的 旋转 体 的 体积 . 

19. 设 火箭 的 质量 为 m， 问 将 火箭 送 到 离 地 面 高 有 处， 克服 地 球 引 力 需 做 多 少 功 ? 车 
将 火箭 送 到 无 穷 远 处 ， 需 做 多 少 功 ? 

20. 把 一 个 带 + q; 电量 的 点 电荷 放 在 > 轴 上 坐标 原点 O 处 ， 它 产生 一 个 电场 . 这 个 电 
场 对 周围 的 电荷 有 作用 力 . 由 物理 学 知道 ， 如 果 另 一 个 点 电荷 + q 放 在 这 个 电场 中 距离 原 
点 О у т 的 地 方 ， 那么 电场 对 它 的 作用 力 的 大 小 为 


r= k SA (k 是 常数 ). 


当 这 个 点 电荷 + q 在 电场 中 从 rr=a 处 沿 > 轴 移 动 到 r=b(a <Ь) КРЕ, ТРЕ JZ JJ 严 对 它 所 
作 的 功 . “+ j, 

21. EIR MTR S 的 圆柱 形容 器 中 盛 有 一 一 定量 的 气体 . 在 等 温 条 件 下 ， 由 于 气体 的 膨 
胀 ， 把 容器 中 一 个 面积 为 S 的 活塞 从 点 a 处 推移 到 4 处， 计算 在 移动 过 程 中 ,气体 压力 所 
作 的 功 . 

22. 一 冠 量 的 理想 气体 ， 在 恒温 下 ， 当 体积 膨胀 时 ， 压 强 随 之 减 小 ， 体 积 世 与 压强 P 
之 间 有 关系 已 = С/У(С 为 常数 ). 求 体积 从 V, 到 V, 时 的 平均 压强 . 

23. 某 种 类 型 的 阿司匹林 药物 进入 血液 系统 的 量 称 为 有 效 药 量 ， 其 进入 速率 可 表示 为 
РЁ Ж 

f(t) =0. 15: (2-3)? „_(О=г<3) 

试 求 (1) 何 时 速率 最 大 ? 这 时 的 速率 是 多 少 ? | 

(2) 有 效 药 量 是 多 少 ? | | 


24. рж (х) = [а — 4) а Е [8] -1,5] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 


25.. 求 函数 Cx)' = f dt EKAL 0,1] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


_ 2 


xe 34 x= 0 
26. РАЖ f(x) -| 1 
A x < 0 


] + cosx 


计算 | Kx - 2) dx. 





27. 证 明太 当 p >1 КӘК, 当 p<1 时 发 散 


28. 证 明 f d£ wá q < 1 RHS, >ú q>1 时 发 散 . 


1 1 1 
29. >K li + уу ++ в |, 
Ж lim ( VIn? -1? VIr – 2? мп?! 一 =J 


pod _ ! бод ， , T 





ада ”多 元 函数 微 积 分 


在 前 面 几 章 中 ， 我 们 讨论 的 函数 都 只 有 一 个 自 变 量 ， 这 种 只 只 售 一 水 自 变量 的 函数 叫做 一 
元 函数 ， 但 在 实际 问题 中 ， 我 们 常常 会 遇 到 多 个 变量 之 间 相互 依存 的 关系 ， 很 多 情况 是 二 个 
变量 依赖 于 多 个 变量 ， 这 就 提出 了 多 元 函数 以 及 多 元 函数 的 微分 利 积分 问题 ，、 本 章 将 在 一 元 函 
数 微 积分 学 的 基础 上 ， 讨 论 多 元 函数 的 微分 与 积分 ， 讨 论 中 我 们 以 三 元 函数 为 主 ， 因 为 从 一 元 
函数 到 二 元 函数 会 产生 新 的 问题 ， 而 从 二 元 函数 到 二 元 以 上 的 多 完 函 数 则 大 多 可 以 类 推 . ` 


N . 


= 空间 解析 几何 简介 | | ‚1 "к 


过 空间 一 定点 .0， 作 三 条 相互 垂直 的 数 轴 Ох. Оу 和 Oz ， 并 按 右手 法 则 (right-hand 
гше ) 规定 它们 的 正方 向 ， 即 以 右手 握 住 Oz 轴 ， 当 右手 的 四 个 手指 从 Ox 轴 正 方向 以 90° 角 
转向 Oy 轴 正 方向 时 ， 大 拇指 的 指向 就 是 0z. 轴 的 正 向 
(Ё 4-1), 这样 的 三 条 坐标 轴 就 组 成 了 一 个 空间 直角 从 
PRZ Oxyz. | 

点 0O 叫 做 坐标 原点 ， 这 三 条 坐标 轴 分 别 叫做 x 轴 - 
(CHERE). yii MAR). z 轴 ( 竖 轴 ) ， 且 它们 一 般 具 有 相 
同 的 长 度 单位 ， 每 两 条 坐标 轴 所 确定 的 平面 Oy, yOz, 
zOx 称 为 坐标 面 . | | we 

三 个 坐标 面 把 整个 空间 分 成 八 个 部 分 ， 每 一 一 部 分 称 
为 一 个 填 限 .在 坐标 面 xOy. 上 方 , 含有 x Н. у H°. 2 
轴 正 方向 的 那个 卦 限 称 为 第 一 一 填 限 ， 坐 标 面 xOy EFAJ +, 
Нях 3 个 卦 限 ， 按 道 时 针 方 向 依次 称 为 第 二 、 第 和 三、 第 F 
四 卦 限 . 在 坐标 面 хОу 下 方 与 第 一 、 第 二 、 第 三 、 Абра уно уи, 依次 称 为 第 五 、 
第 六 、 第 七 、 第 八卦 限 . _ | ‚з: 四 

类 似 于 平面 上 点 与 有 序数 组 的 一 一 对 应 关系 ， 可 建立 空间 中 点 与 有 序数 组 的 对 应 
关系 . 

对 于 空 = 间 中 任意 一 点 Р, 过 点 忆 作 三 个 平面 分 别 ы = иша, НҢ 5 它们 分 别 交 
ТА. B. CZA 4-2). REZAT ih, yah, z 轴 上 的 坐标 依次 为 x、y、z， 于 是 ， 点 
Р 唯一 确定 了 一 个 三 元 有 序数 组 (x,y,z); 反之 ， 对 于 任意 
一 个 三 元 有 序数 组 (*,y,z)， 在 x 轴 、y 轴 、z 轴 上 分 别 找 
到 与 实数 x、y、z 对 应 的 三 个 点 А, В. Сх 
点 分 别 作 垂直 于 x 轴 、y 轴 、 z 轴 的 平面 ， 这 三 个 平面 相交 
于 空间 一 点 已 ， 即 由 一 一 个 三 元 有 序数 组 (x,y， z) 可 以 确定 唯 

一 的 空间 一 点 Р. 于 是 空间 任意 一 点 P. 与 一 个 三 三 元 有 序数 
组 (x,y,z) 建立 了 一 一 对 应 的 关系 ， 我 们 称 这 个 三 元 有 序 
数组 (x,y,z) уа [Ерл Р 的 坐标 ， 记 为 P(x;y,z). | 

显然 ， 坐 标 原点 0 BJ Se PR (0,0,0), x ЖШ, у Ж#Н, z 
轴 上 任意 一 点 的 坐标 分 别 为 (x,0,0) 、 (0,у,0), (0,0,z); 





- 4-1 














而 хОу. уб: гОх Ë клет EEE ч НОА (x ,у,0) (0,y,z), (x,0,z). 可 根 
З 1а Аоте. 1 ЖЕНЕ +z 所 在 的 位 置 ， 如 点 ( -1,2,3) 在 第 二 卦 限 , 点 (1,2, -4) 在 
第 五 卦 限 等 . 
平面 上 任意 两 шы a oku ЖЕЕ z 间 上 任意 两 点 P (х,у) ЖР, (2,7,2) 
闻 的 距离 公式 : у | 
у РР = Сс + Су, —у I + (z ay. (4-1) 
14-1 求 空间 中 与 二 定点 441:2,0) 和 B(2,1,3) 等 距离 的 点 的 轨迹 方程 . 
ЯФ. 设 空间 点 M(w,y;z) 与 点 4 及 点 B 的 上 距离 相等 ; 依 题 意 有 |4M | = | BM | ， 由 公 
式 (4-1)， 有 








(x =1)? + (у2) +Z (6-2) +(y-1) +(z-3)°, 
化 入， 得 2х —2y +6z —9 =0. 
上 和 式 即 为 所 求 的 点 的 轨迹 方程 . 
在 平面 直角 坐标 系 中 ， 二 元 一 次 方程 Ax + By + C =0 表示 一 条 直线 ， 类 似 可 推 ， 在 空 
间 和 直角 誉 标 系 中 ,三 元 一 次 方程 4% + Ву +2 + D = 0 表示 一 个 平面 其 中 4、 B, C, DĄ 
х, HA В.-с RAAE 
值得 注意 的 是 三 元 一 次 方程 Ах Ву +С =0(А.В 不 КА 
同时 为 零 ) ， 在 平面 直角 坐标 系 中 表示 一 条 直线 ; 而 在 | Г 
空间 直角 坐标 系 中 却 表示 一 个 平面 ШП: 方程 2x +3y + 
1 =0 中 不 含 z， 因此 z 辣 取 任何 值 ， 于 是 它 在 空间 直角 
坐标 系 中 表示 一 个 平行 于 z ЖОЕТ | 
下 面 给 出 一 些 常见 曲面 的 方程 | — - 
ІД, 点 Муху a) дак х, РА Е 264 < 的 球面 方程 
〈《 图 -4-3 ) 为 т. ~ . Í A t 
(x — xo) ° + (y 一 — yo) Diz > z Y= Ra. 
当 球 心 为 坐标 原点 时 ， 球面 方程 由 ДІ] 
х? + у? + = R°. ` О | ' 图 43 
IMF АХ + By + С'= O ERREALA 中 表示 一 БО | 
个 平面 ,方程 x +y = К? 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 母线 平行 于 z 轴 的 圆柱 面 ， 见 图 4-4. 
方程 z= 必 + у? 在 空间 直 崩 坐标 系 中 所 表示 的 曲面 叫做 椭圆 抛物 面 ， 见 图 4-5. 
方程 z = x° + y° 在 空间 直角 坐标 系 中 所 表示 的 曲面 叫做 圆锥 面 ， 见 图 4-6. 
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二 、 多 元 函数 的 概念 
在 很 多 自然 岗 象 以 及 实际 问题 中 ， 经 常会 遇 到 多 个 变量 之 间 相 互 依赖 的 关系 . 请 看 下 
паз ШИРАН V RIETS h JUR Е r 之 间 有 以 下 依赖 关系 ; 
у= тл. Ы 


Жр r5 h рМ зл ОЯ, MERR V ЖЕБНЖ r 和 户 的 变化 而 变化 的 ， 当 六 h 的 值 
取 定 时 ,了 有 确定 的 值 与 之 对 应 . | 
例 4-3 — ХЕИ НО ЕА p. {ЖД V RAINE 了 之 间 有 如 下 关系 : 


p= y: 
其 中 КЖЕ, V>0, T>0, Жр 随 着 V、7 的 变化 而 变化 ， 当 V、 了 7 的 值 取 定 时 , р 的 
值 就 随 之 而 定 . 
例 4-4” 病 人 在 进行 输液 时 ， 输 液 量 和 N 与 正常 血 容量 V、 正 常 红 细胞 比 容 ( 单 位 容积 血 
液 中 红细胞 所 占 容积 百分比 )4 及 病人 红细胞 比 容 B 的 关系 为 : 


м= (1-2). 


ПИЕ N 随 着 V. А, В 的 变化 而 变化 ， ЧУ. А, BEREN, N 的 值 就 随 之 而 定 . 

从 上 面 三 个 例子 可 以 看 出 ， 当 两 个 或 三 个 变量 在 允许 的 范围 内 取 定 一 组 数 时 ， 按 照 对 
应 法 则 ; 另 一 个 变量 就 有 确定 的 值 与 之 对 应 ， 

由 这 些 实际 问题 的 共性 ， 就 可 得 出 二 元 函数 、 多 元 函数 的 定义 . 

EX 4-1 设 有 三 个 变量 x. y 和 z， 如 果 对 于 变量 * 、“ 池 在 它们 的 变化 范围 内 所 取 
的 每 一 对 值 ， 变 量 z 按照 一 定 的 对 应 法 则 蹇 有 确定 的 值 与 之 对 应 ， 则 称 变量 z 为 变量 
x. y 的 二 元 函数 ( bivariate function). 1025 = =, у), 其 中 x. у 称 为 自 变量 .. 
为 因 变 量 . 

对 于 二 元 函数 z=Ax,y)， 当 自 变量 *、， 到 定 一 对 入 时 ， 平 面 上 就 确定 了 一 s Р(х, 
у), ERR = =f(x,yY) 在 点 (x,y) 处 对 应 有 函数 值 ， 则 称 函 数 在 该 点 有 定义 ， 在 xOy 平面 上 
使 函数 .z =Ax,y) 有 定义 的 一 切 点 的 集合 叫做 该 函数 的 定义 域 

设 点 Po(xo,%) 是 二 元 函数 z=f(x,y) 的 定义 域内 一 点 ， 按 照 定义 , z 必 有 确定 的 值 与 
它 对 应 ， 这 个 值 就 称 为 二 元 函数 z=f(x,y) 在 点 (% ,Yo) 处 的 函数 值 ， 记 作 

Z | (2070) 或 Кх ,уо). 

当 点 (x,y) 取 遍 定 义 域内 的 各 点 时 ， 对 应 的 函数 值 的 集合 称 为 二 元 函数 的 值 域 

根据 定义 ， 前 面倒 4-2 中 的 正 圆锥 体 的 体积 V 是 r 和 户 的 二 元 函数 ; 例 4-3 中 理想 气 
体 的 压强 p 是 VV 和 7 的 二 元 函数 ; 市 例 4-4 中 输液 量 N 是 V、 А, 三 个 自 变量 的 函数 ， 叫 
做 三 元 函数 . _ ал 

类 似 地 ， 可 定义 三 元 函数 4=f(x,y,z)， 以 及 nn 元 函数 z=f(x,x,，,…,x,)， 自 变量 多 
于 一 个 的 也 数 统称 为 多 元 函数 (multivariate function ). | 


014-5 REAN, y) = Vxsiny 在 点 (4, 2 ) 处 的 函数 值 


解 1%, 2)= | э =2 ЕС 


Bj 4-6 求 图 数 z= уу - х +l 一 y 的 定义 域 . 
解 ” 函数 的 定义 域 是 使 得 上 式 右 端 表达 式 有 意义 的 一 切 点 的 集合 ， 即 











y — x° 220 
(1 -yz | 
也 就 是 x 万 y<1， 它 表示 抛物 线 y =s EF, HR _ 


y =1 以 下 所 界定 范围 内 一 切 点 的 集合 (图 4-7 中 阴影 部 
分 ,包括 实 线 边 界 ). 


例 4-7 RA z=ln(x +3 - 1) + l 


пу 
定义 域 . 

解 ” 要 使 函数 关系 式 右边 的 两 个 算式 同时 有 意义 ， 4.7 
х ЖП y 必须 满足 不 等 式 组 ; 





x +y -1>0 
l: -x -y > 0 
ЕП Г, y >1 
x +y <4 
也 就 是 
] <° +y? <4. 

› - _ 2 2 _ 1 ; ` _ 
所 以 ， Ва = ln(x +у —1) + д.7 252968088 4 8 
所 示 的 平面 点 集 ( 图 4-8 中 阴影 部 分 ,不 包括 虚线 边界 )， 此 点 
集 是 介 于 两 圆周 * +y =1 和 wx? +y =4 之 间 的 圆 环 区 域 . 

我 们 把 整个 хОу 平面 或 者 是 хОу 平面 上 由 一 条 或 几 条 曲 
线 所 围 成 的 平面 部 分 叫做 区 域 ， 围 成 区 域 的 曲线 称 为 该 区 域 
的 边界 ， 包 括 全 部 边界 在 内 的 区 域 称 为 闭 区 域 ， 不 包含 边界 
的 区 域 称 为 开 区 域 . 当 没 有 必要 区 分 一 个 平面 点 集 是 开 区 域 
或 是 财 区 域 时 ， 我 们 就 称 其 为 区 域 . 如 果 区 域 能 包含 在 一 个 
以 原点 为 圆心 的 圆 域内 ， 则 称 它 为 有 界 区 域 ， 否 则 称 为 无 界 
区 域 . 所 谓 一 点 的 邻 域 ， 是 指 以 该 点 为 中 心 的 一 个 圆 形 开 区 域 ， 常 用 字母 D 表示 区 域 . 

例 4-6 中 函数 的 定义 域 是 有 界 闭 区 域 ， 例 4-7 中 函数 的 定义 域 是 有 界 开 区 域 ， 而 函数 
z = ]n (x 一 7) 的 定义 域 则 是 无 界 开 区 域 . 

在 讨论 二 元 函数 的 定义 域 时 ， 如 果 函 数 关系 式 是 由 实际 问题 得 到 的 ， 那么 ， 它 的 定义 
域 要 根据 问题 本 身 的 意义 来 确定 . 如 果 仅 研究 用 算式 表示 的 二 元 函数 ， 那 么 ‚ РАЖ АЈАЕ 
域 是 使 得 算式 有 意义 的 平面 点 的 集合 . 

关于 二 元 函数 ， 也 有 复合 函数 和 初等 函数 ( 简称 为 二 元 复合 函数 和 二 元 初等 函数 ) 的 概 
АК, 它们 与 一 元 函数 中 的 复合 函数 和 初等 函数 的 概念 相似 ， 这 里 不 再 详细 叙述 . 


二 、 二 元 函数 的 极限 与 连续 


前 面 曾 经 讨论 了 一 元 函数 的 极限 与 连续 问题 ， 类 似 地 可 讨论 二 元 函数 的 极限 与 连续 

1. 二 元 函数 的 极限 

EX 4-2 RR z= fx, y) TER PoCo ,yo) 的 菜 邻 域内 有 定义 (在 点 P(x ,) 可 以 没 
有 定义 ) ， 如 果 当 点 P(x,y) 以 任何 方式 无 限 趋 近 于 点 Р, (xv ya) F, ВС = = (ху) Эба 
近 于 一 个 确定 的 常数 4， 则 称 4 为 函数 z = (х,у) 当 x 一 x。，yyo 时 的 极限 ,也 称 二 重 极限 
( double limit) ， 记 为 | 














linf(x,y) =A 或 limf(%,y) =A. 
说 明 : 在 一 元 函数 极限 定义 中 ， 自 变量 % 以 任何 方式 无 限 趋 近 于 x。， 是 指 x 从 左 侧 趋 
Р xo, BR < 从 右 侧 趋 近 于 хо НОТАР ОГС. ETR z = f(x,y) 的 极限 定义 中 ， 当 点 
P(x,y) 以 任何 方式 无 限 趋 近 于 点 Р(х,у) BF, ХШ, 点 Р(х,у) ЕЗ Ё, (хоо) 的 方 
RRAZ, 点 已 既 可 沿 着 直线 或 折线 趋向 于 点 P,， 也 可 沿 曲线 趋向 于 点 Р,, Вр PAR 
穷 和 多 条 路 径 趋 呵 于 点 Po- 
在 求 一 元 函数 极限 中 当 x— 时 ， 只 要 函数 在 хо 点 的 左 、 右 极限 存在 且 相 等 即 可 判定 
该 函数 的 极限 存在 ， 而 求 二 元 函数 极限 中 ， 由 于 Р(х,у) Р, (хо, уо) 的 方式 有 无 穷 多 条 路 
径 ， 因 此 即使 点 书 沿 着 某 几 条 曲线 或 直线 的 路 径 趋 近 于 点 Po 时， 函数 f(x,y) 无 限 趋 近 于 
同一 个 常数 4， 仍 不 能 判定 函数 的 极限 存在 反之， 类 似 于 一 元 函数 的 左右 极限 不 等 则 可 
以 判定 该 函数 的 极限 不 存在 ， 若 点 Р(х,у) 沿 着 某 两 条 路 径 趋 近 于 点 P, Coy) BF, Ж 
Axz,y) 趋 近 于 两 个 不 同 的 常数 ， 则 可 以 判定 该 二 元 函数 在 点 Р, (хо ,yo) 处 的 极限 不 存在 . 





2 <л 
例 4-8 求 极限 lim 一 一 3 
д^ + у ‚ 
f 由 于 fary y= /x +y, ку —— 
2 2 Т v 
ху x? + х? + 
故 ayr | ж yl G жу) Ма +у у) м y Z ее 








х? + у? х +y х? + у? _ 
пула POD ы ооо Pk, Жар PC DENTE 
向 于 点 0(0,0) 时 ,都 有 p = wx + уг 一 0. 


x 
故 lim y z=0.. 
1—00 + y 


一 一 不 存在 . 
+y 








8149 证 明 极限 lo 


证 Ч Р(х,у) АЖ x 轴 ( 即 固定 у =0) 趋 近 于 点 О(0,0) ні, 
xy O 





х? + x | М! _' 





所 以 lim => - 
ох + y 


Пика Р(х,у) ЯЕ y =x 趋 近 于 点 0(0,0) 时 ， 


= a a = lim0 = 0. 
x—Ü) х—0) 














因此 ， БЫ 一 不 存在 . | [ ab 
04° + y 


有 关 _ 元 函数 中 的 极限 运算 法 出 ， 可 推广 到 多 元 函数 中 ， 可 看 下 面 的 例子 . 


例 4-10 RAR Rua — *+ | 
Y 


у—+0 
m2 ~ VXy +4 _ mE — /xy +4) +, (2 + /xy +4) ‚ | 5. 
50 xy Na xy (2+ Vxy +4) ' 
` — xy . — 1 1 


= lim ` — = H —— RF = Ñ — . та 


та : 
оху • (2 + /xy+4) 202 + VXy +4 4 
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2. лра АЛЕ 

定义 4-3 设 二 元 函数 z=f(x,y) 在 点 Po(xo ,Yo) 的 某 一 邻 域内 有 定义 ,， 如果 、 
AA =f/\(xo ,yo) ， (4-2) 
则 多 函数 ?= 外 ,7) 在 点 "Р(х у») 处 连续 

(4- 2) 式 又 可 写成 


lim[ f(x,y) —Jf( xo Yo) ] =0. (4-3) 
EQ x = хр + Дх, У= уо + Ду, Д 则 (4- 3J A 
^+ ` [С + Ах, Yo + Ау) —/( xo ,yo) 1 = (4-4) 


р у», + Азу, + Ay)- -Fax 为) 是 当 自 变量 x, Y 分 别 在 xo, yo 处 取得 增 量 Ах, Ay ЕЎ, 
Ре z = f(x ,y) 的 增 量 ， 记 为 Az， 于 是 (4-4) 式 可 写成 
. limAz =0, (4-5) 


Ày—Ü 


或 
, - 


limAz =0. 

其 中 p= VvV(Ax) + (Ду). ‚ 

即 当 两 个 自 变 量 的 增 量 都 趋 近 于 零 时 ， 如 果 函 数 的 增 量 也 趋 近 于 零 ， 则 函数 就 在 该 点 
连续 ， 此 结论 与 一 元 函数 相应 的 连续 性 结论 完全 一 样 . | 

ПН с = (х,у) ЕБ D 上 每 一 点 都 连续 ， 则 称 函 数 在 区 域 D 上 连续 . 

如 果 阔 数 z=f(x,y) 在 点 P. (xo ,yo) 不 连续 ， 则 称 点 P,(%o,y,) 是 函数 z=f(x,y) 的 不 连 
续 点 或 间断 点 . 

例 4-11 函数 f(x,y) =L 

解 ”函数 在 x* -y=0， 即 y=x? 时 没有 定义 ， 根 据 连续 函数 的 定义 知 ， 抛 物 线 y e 


上 的 所 有 点 都 是 函数 xz,7) = 








х?у ‚ 
— (х,у) (0,0 
例 4-12 A 0950) 在 原点 是 否 连续 ? 
0 (х,у) = (0,0) 


fE н] 4-8 n| En 
> SSS = = = 0. ` 


义 已 知 f(0,0) =0, 由 定义 知 国 数 在 原点 是 过 丝 的 


= (х,у) (0,0) 
例 4-13 函数 f(x,y) = ја +y 在 原点 是 否 连续 ? 
| p O (x,y) =(0,0) 

ЖФ ”由 例 4-9 知 








АУ х,у) = lim — ` 
иш + 
REE, В Н (х,у) 在 点 ОСО 0) 处 不 连续 
类 似 于 一 元 函数 ， 二 元 连续 函数 经 有 限 次 四 则 运算 及 复合 运算 所 得 到 的 二 元 初等 函数 
DEEST PM, sinr +7) ет", 一 入 等 都 是 二 元 初等 本 数 在 其 定义 域 上 


征 连 续 的 。 由 此 得 出 : 二 元 初等 函数 在 其 定义 区 域内 是 连续 的 ， 因 此 ， 如 果 点 Po ( xo ,Yo) 











是 二 元 初等 函数 z=Aziy) 的 定义 区 域内 的 一 点 ， 则 有 
lim/(x,y) =f(xo,yo). 


有 关 二 元 函数 的 极限 与 连续 的 讨论 ， 完 全 可 以 类 推 到 二 元 以 上 的 多 元 函数 . 


+ 
例 4-14 Rlim Z. 
х—=] ХУ 





解 函数 /(*,y) = 是 二 元 初等 函数 ， 它 的 定义 域 为 
= { (х,у) |z=0,y=0]. 
点 (1,2) 在 其 定义 域内 ， 故 有 















ERRlim х,у)? 


y у, 


ET 2. WRS) 在 点 P(xo ,为 ) 处 连续 ， 那 么 g{x) Slay х 的 函数 时 ， 它 在 点 x 处 是 否 连续 ? 





第 二 节 ” 偏 导数 与 全 微分 


、 偏 导数 的 概念 
在 一 元 函数 中 ， 我 们 从 研究 函数 的 变化 率 引 入 了 导数 的 概念 对 于 多 元 函数 同样 需要 
讨论 它 的 变化 率 . 但 多 元 函数 的 自 变量 不 止 一 个 ， 因 变量 与 自 变量 的 关系 比 一 元 函数 复杂 


得 多 ， 因 此 ,通常 先 考虑 多 元 函数 关于 其 中 一 个 自 变 量 的 变化 率 ， 以 二 元 函数 为 例 ， 如 果 
只 有 上 自 变 量 х 变化 ， 而 自 变量 yy 固定 (即将 у 视 作 常数 )， 这 时 它 就 是 x 的 一 元 函数 .该 函 
数 对 x 的 导数 ， 就 称 为 二 元 水 数 z=f(x,y) 对 于 x 的 偏 导数 ， 即 有 如 下 定义 : 
定义 4-4 设 函 数 z=f(x,y) 在 点 (xo ,Yo) 的 某 一 邻 域 内 有 定义 ， 当 y 固定 在 x 而 x 在 
хо 处 有 增 量 Ax 时 ， 相 应 地 函数 有 增 量 
f(xo + Ах,у,) —J(xo,yo), 








如 果 
WASA + Ах,у„) —J( xo , yo) 
lini Ax 
存在 ， 则 称 此 极限 为 函数 z = f(x ,y) ЖЕ (х,у) EXT x 的 偏 导数 (partial derirative) ， 记 作 
Р дг a y y 
f , (Xo , yo ) ° Әх а, Әх zm? 或 2, тр, (4-6) 


同样 ， 当 х 固定 在 хо, ПП y 在 yo 处 有 增 量 Ay 时 ， 如 果 极 限 
0220 + Ду) -fC o ,yo) 








цп Ay 
存在 ， 则 称 此 极限 为 函数 z=f(x,y) 在 点 (x%o ,yo) 处 对 y 的 偏 导数 ， 记 作 
| И 92, əf 百 , : 
Jf, Xo , yo) ? ду 5207 ду с” 或 Zy yn (4-7) 


A (4-7) 所 定义 的 偏 导数 是 函数 z =/(х, 刀 治 害 两 个 特殊 方向 的 变化 率 ， Bl! 
平行 于 x 38, 5—67 了 于 7 轴 的 变化 率 
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如 果 函 数 z=/(x,y) 在 区 域 D 内 每 一 点 (x,y) ЖОНЕ х 的 偏 导数 ， 这 个 偏 导数 仍 是 
x、y 的 函数 ， 称 为 函数 z=f(x,y) 关 于 % 的 偏 导 函数 ， 简 称 为 偏 导 数 ， 记 作 
Суу), ® z, 2 或 ош, 


Вр 
Ў. (х,у) = lim (z 4950) fry) Ал.) fy) 
AFE, РАЖ 2 = (х,у) RTF y 的 偏 导 孙 数 


f(x,y), & f 或 д, 


或 2, 
ду’ ду 


Вр 
fo (xsy) japp f+ A 一 wy) 
Ay 
а (х,у) Е (ооу) ARF а HJ Р Р, (хо, уо) КАЕН РАЖ Р, (х,у) ТЕ 
FA (хо s Yo ) AERO PE kB; f(xo ,yo) 显 然 就 是 偏 导 函数 f(x,y) 在 点 (xo ,yo) 处 的 函数 值 . 


由 偏 导 数 的 定义 知 ， 求 丁 数 =/(x,y) 的 偏 导数 学 时 ， 把 .y 看 成 常量 ， 用 一 元 函数 求 


叶 的 方法 求 出 z 对 x 的 导数 ; RN, 把 x 看 成 常量 ， 用 一 元 函数 求 导 的 方法 求 出 z 对 y 


的 导数 . 因此 ， 实际 上 对 二 元 函数 求全 导数 就 是 把 它 看 成 关于 其 中 一 个 自 变 量 的 一 元 函 
数 来 求 导数 . 于 是 ， 一 元 函数 的 求 导 法 则 和 求 导 公式 对 求 二 元 函数 的 偏 导 数 依 然 适用 . 
BI 4-15 ZEE (х,у) =x +2xy -y +In3, 5/'(1,2), f'(1,2). 
解 ” 把 y 看 成 常量 ， 对 x 求 导数 ，( 注 意 到 其 中 ln3 为 常数 ,其 导数 为 0) 得 
(х,у) =2x +2y:, 
把 x ЛК, XJ у 求 导 数 ， 得 ' - 
Р(х,у) =2x — Зу’. | 


在 点 (1,2》 处 的 偏 导数 为 t 
f'(1,2) =2.1+2.2=6, 
f,(1,2) =2.1-3 -2? = -10. 
014-16 Їй: =х'(х>0), 证 明 ; 之 2 
. lnx ду ‚ 


证 шу л, W yw 


把 * 看 成 常数 ， 则 =, 
所 以 | + > e ух?! += ` x lnx = x” + x” = 2z, 


类 似 的 方法 可 求 二 元 以 上 多 元 函数 的 偏 导数 
14-17 求 三 元 函数 w=x! 的 偏 导数 . 
解 ” 将 y、z 看 作 常 数 ， 对 x 求 导数 ,得 


— =—x* 二 一 
Ox z xz 
= ди 一 1 lnx + 
同 理 — =x: + |х + — = —x: 








例 4-18 已 知 理想 气体 状态 方程 pV = RT(R 为 常量 ) ， 试 证 ; 


Sp ƏV əoT_ | + 
əV ӘТ әр | | ' 
ЕТ ӧр_ _RT 
RT aV R 
V= ‚ Imm 8 
P ӘТ р ` 
V 
T=, ӘТИ. 
R Әр К 
所 以 | 
` др ӘУ ӘТ. RT R V RT 
-和 二: 一 .一 一 -一 .一 .一 = 一 一 -= 一 1. 4-8 
ӘУ ӘТ Әр Ú р R pV ` (4-8) 


值得 注意 的 是 ， 对 一 元 函数 来 说 ， 导 数学 可 看 作 函 数 的 微分 dy 与 自 变 量 的 微分 de 之 


商 。 而 式 (4-8) 表明 ， 偏 导数 的 记号 “于 ”是 一 个 整体 记号 ， 其 中 的 横 线 没有 相 除 的 意义 . 
如 果 一 元 函数 在 某 点 可 导 ， 则 它 在 该 点 必定 连续 ， 但 对 于 二 元 函数 ， 即 使 在 某 点 两 个 
偏 导数 都 存在 ， 也 不 能 保证 它 在 该 点 连续 ， 例 如 函数 


xy 
(x,y)= (0,0) 
f(x,y) = Ë + у? У) | 
0 (х,у) = (0,0) 





在 点 (0,0) 处 的 两 个 偏 导数 
0 


. —— — () 
О ‚О 人 О ‚О )' 2 
f'(0,0) п. 00 + Ax,0) ~/0,0) _ limtA*) +0 _ =lim0 =0, 
Ar=0 Ax Ax 一 0 Ax Ax—0 
_— 0 yo 
0,0 +Ay) -f(0,0 0 ? a: 
f,(0,0) = 447509,9 + Ау) - 0,0) = ао 0А) __ = ]im0 = 0 
Ду>0 Ay Ay—0 Ау Ay—0 


都 存在 ， 但 由 第 一 节 中 例 4-13 知 此 函数 在 点 (0 ,0) 处 不 连续 . 
二 、 偏 导数 的 几何 意义 


二 元 函数 z=f/(x,y) 的 图 形 是 空间 一 张 曲面 设 M(xo ,yo ,f(xo,%o)) 是 曲面 上 一 点 ， 过 

点 M 作 平 面 yY=y。， 截 此 曲面 得 一 条 曲线 : 
лт), Вр z = (х,у). 
У = Уо; 

РА z =/(х,у) ЖЕ (х,у) ЭЕ x 的 偏 导 
$ f (g Yo), JE— DPR = = (х,у) fE x, 处 的 
导数 ， 由 一 元 函数 导数 的 几何 意义 可 知 ， 偏 导数 
fiC oyo) 就 是 曲线 z =f(x,yo) 在 点 M 处 的 切线 
МТ 关于 x НАЈ, ИР f ' (хо, yo) = tang, 其 中 
a 为 切线 МТ х 轴 正 向 间 的 夹 角 . 

同 理 ，f (хо, yo) 的 几何 意义 就 是 曲面 z= 
f(x,yY) 与 平面 x = хо 的 交 线 ， 即 曲线 z = (х,у) 
ХЕ М 处 的 切线 MS 关于 yy 轴 的 斜率 ， 即 了 (xo, 
Уо) =tan3， 其 中 为 切线 MS 5 у 轴 正 向 间 的 夹 图 4-9 
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БЕРЕК z = f( x ,y) Ер D PARRER 


=/ (х,у), =f; (x,y). 
这 两 个 偏 导 数 在 区 域 D 为 都 是 x. ”的 一 元 函数 如 果 这 两 个 函数 的 偏 导数 也 存在 ， 则 称 
这 两 个 沙 数 的 仿 导 数 为 原来 小 数 :=f/(%， у) 的 二 阶 偏 导 数 . 依照 对 变量 求 导 次 序 的 不 同 ， 
而 有 下 列 四 个 二 阶 偏 导数 : 





2088) = 2 у (х,у); 
2 28) ваи (ау); 
ala) аза: =77 (xy) 5 ， 
OE an 
жр Em E эк = анын. МИАН АНЧО З, MERRE 


5x37 和 和 дудх 
数 的 三 阶 偏 导数 .一 般 地 ， 函 数 z=f(x,y) 的 n – 1 BTN SP 22 BJ ОСК РЕЖ z = f(x,y) 
ВУ п 阶 偏 导 数 ， 二 阶 及 二 阶 以 上 的 偏 导数 统称 为 高 阶 偏 导数 (higher-order partial deriva- 
tives). 


、 2 y əz д? д? Ə2z д? 
Hij 4-19 LZ z = хе + x° “一 区 +2, 2K—. 、 、 一 本 一 一 ， 
а y Y 求 Әх? дхду :дудх Әу? Әх) 








д2 д2 














解 да 24е +3х?у* —у, ay TTA + 2x y — x, 
2 
гє =2e’ +бху?, 2 = 2ке? +бху 1, 
2 2 
ЭТӘ = -1, P: =e" +22, 
S = 6. 
在 这 个 例子 中 ， 两 个 混合 偏 导数 相等 ， r E, 这 不 是 偶然 的 ， 事 实 上 ， 我 们 
有 下 述 定理 
ERAL айе =з) 的 两 个 二 阶 混合 偏 导数 了 河和 ZEHE D 内 连续 ， 则 
ЖЕБЕЙ Р 内 有 | 
gz _ a'z, 
ðxðy ` ðyðx 


这 个 定理 说 明 ， 只 要 两 个 混合 偏 导数 连续 ， 那么 ， 它 们 与 求 导 次 序 无 关 ， 因 为 二 元 初 
等 函数 在 其 定义 区 域内 是 连续 的 ， 所 以 若 函 数 ¿= Р(х,у) 为 二 元 初等 函数 ， 则 混合 偏 导数 
与 求 导 次 序 无 关 . 

例 4-20 MERZ = = а —— j; 

м L J E 
dz, az 


2 


oy” 


=0. 








1 ~ 二 
OX 2 x + ° x +° ду х? + у?’ - 
ёа _ _(х+у)-х(2х) а-у _ | СС 
дх? (х2 + у? )? (а? + уг)? 
同 理 . Oz (а? +y) –у(2у) ya 
ду" (а? +?) (а? ку?) 
BX 
д?г 92 ‚9 =0. | | 
Әх” tay О r | i . 
四 、 全 微分 


前 面 我 们 曾经 讨论 了 一 元 函数 的 增 量 与 微分 的 关系 ， 即 如 果 一 元 函数 y = f(x) ХЕ FK x 

处 可 导 ， 则 当 自 变量 有 增 量 Ax 时 ， 函 数 的 增 量 为 
Лу =/(х + Ах) -/(x) =f'(x) Ax +о( Ах), | " 
我 们 称 其 中 的 A'(x) Ах 为 函数 的 微分 dy. 24 | Ax | 很 小 时 ，Ay= ду. $ 

ХР е -/(«,у), MERER « ЖП y AM Ax 和 Ay 时 ， 对 应 的 函数 的 
增 量 

| Az=f(x + Ах,у + Ay) —f(x,y) ШИ 
ШВ z = (х,у) 的 全 增 量 . 

通常 求全 增 量 是 比较 困难 的 ， 与 一 元 函数 的 情形 一 样 ， 我 们 希望 用 自 变 量 的 增 量 Ax. 
Ay 的 线性 函数 来 近似 代替 函数 的 全 增 量 Az， 请 看 下 面 的 例子 . . 

14-21 已 知 矩形 的 边 长 为 x 与 y， 当 边 长 x Ej y 
分 别 由 xos Yo Æ K xo + Ах, yo + Ay B ( И, 4-10), 
AEE ME S 的 全 增 量 表达 式 . 

解 ” 和 矩形 面积 为 S$ = 妙 ， 于 是 矩形 面积 S 的 全 增 
量 为 

AS =f(x + Ax, Yo + Ay) —f( xo ,yo) 
= (x, + Ах) (уу + Ау) — ху, | 
= (у,Ах + Ay) + AxAy. | | | 84 10 

图 4-10 中 阴影 部 分 面积 即 是 全 增 量 AS. ТН BN 
部 分 组 成 ， 第 一 部 分 mAx + xoAy 是 Ax. Ay 的 线性 函数 ; 第 二 部 分 AxAy( 图 4-10 ЖЕ 
部 分 ) ， 当 Ax 一 0，Ay 一 0 时 ,是 比 p = V(Ax) + (Ду)? 高 阶 的 无 穷 小 因此， 当 Ax. Ay 
都 足够 小 时 ， 全 增 量 AS 可 由 yAx + mAy 近似 表示 ， 此 式 中 Ах, Ay 的 系数 恰 是 函数 S = 
xy 分 别 对 x、y 的 偏 导数 ， 类 似 于 一 元 函数 微分 概念 ， 可 定义 yAx + xv Ay 为 二 元 函数 S = 
ху 在 点 (xo ,yo) 处 的 全 微分 ， 从 而 引入 如 下 二 元 函数 全 微分 定义 . 

定义 4-5 如果 函数 z= 扩 xz,y) 在 点 (x*,y) 的 某 邻 域内 有 定义 ， 当 自 变量 % 和 yy 分 别 有 
增 量 Ax 和 Ay 时 ， 相 应 的 函数 全 增 量 Az = f(x + Ax,y+Ay) -f(%,Y) 可 表示 为 

| Az = ААх + BAy +о(р). ‚ (49) 


L ™ 


Жн А, В 5 Ax. Ау GS, WI x. y 有关，o(p) 是 当 p 一 0 Нр 高 阶 的 无 穷 小 (p = 


v (Ax)? + (Ay) ), КВА КЕ = (х,у) Ел (х,у) 处 可 微 ， 而 4Ax + ВДу 称 为 函数 z = 
Sx y) Ек (х,у) 处 的 全 微分 (total differential) ， 记 作 dz Вр 











dz= AAx + ВДу. 
与 一 元 函数 类 似 ， 全 微分 是 Ax. Лу 的 线性 函数 ， 它 与 Az 只 相差 一 个 比 p 高 阶 的 无 穷 小 ， 
| Ау | 很 小 时 ， 可 用 全 微分 dz 作为 函数 全 增 量 





Az 的 近似 值 . 
下 面 讨论 函数 z=f/(x,Y) 在 点 (x,y) 处 可 微分 的 条 件 . 


如 果 函 数 z=f(x,y) 在 点 (x,y) 处 可 微分 ， 则 z=f/(x1y) 在 点 (%,y) 处 的 偏 导数 党 、 

定 存在 ， 且 函数 z=f(x,y) 在 点 (x,y) 处 的 全 微分 为 
д2 дг 
= аха“ + ay . 
事实 上 ， 因 为 函数 z=f(x,y) 在 点 (x,y) 处 可 微分 ， 按 照 可 微分 的 定义 
Аг =AAx + ВДу +о(р) 

对 任何 Az. Ду 都 成 立 ， 因 此 ， 固 定 y， 即 当 Ay =0 Hf, p= / (Ах) = | Ax | ， 则 (4-9) 式 
成 为 ` 





д2 、 
эу 


Az =f(x + Ах,у) - (х,у) = ААх +о( | Ах | ). 
两 边 除 以 Ах Н ВЕ, Д Se 2 


-一 = lim 一 -一 一 一 一 一 一人 im 一 一 -一 一 一 一 一 一 
” OX Ar—0 Ах Ах—+0 Ах 


r . БЕ = А. 


即 2 存在 ， 且 至 =4; HE, SFE% = p, 
OX дх ду ду 
H А = S Ax + S Ay. 


与 一 元 函数 类 似 ， 把 自 变 量 的 增 量 叫 做 县 变量 的 微分 ， 即 Ах = ах, Лу =dy， 所 以 全 
微分 又 可 号 成. 


dz = 9245 + dy. (4-10) 


式 (4- 10) 帮 边 的 第 一 项 是 函数 z = (х,у). x BJ 5 00 与 dx 的 乘积 ， TEI RAR F х ВВ 
微分 (partial differential) ， 第 二 项 称 为 函数 关于 y 的 偏 微分 . 

通常 我 们 把 二 元 函数 的 全 微分 等 于 它 的 两 个 偏 微分 之 和 这 件 事 ， 称 为 二 元 函数 的 微分 
符合 释 加 原理 . 

登 加 原理 也 适用 于 二 元 以 上 的 函数 ， 例如 ， 如 果 三 元 函数 袜 =f(x,y,z) 可 微分 ， 那么 ， 
它 的 全 微分 等 于 它 的 三 个 偏 微 分 之 和 ， 即 


i _ ди ди 
.. du = = ах +94 yy + 9:1 


^ 在 一 元 函数 中 ， 可 导 与 可 微 是 等 价 的 ， ал зай. 偏 导数 存在 ， 函 数 不 一 定 


可 微 : 但 是 如 果 再 假定 函数 的 各 个 偏 导 数 连续 ， 则 可 以 证 明 函 数 是 可 微 的 ， 即 有 下 面 
结论 


如 果 函 数 z = f(x, y) 的 偏 导数 这 、 呈 在 点 (zx,y) 连 续 ， 则 函数 在 该 点 可 微 


本 章 所 涉及 到 的 二 元 函数 ， 一 般 都 是 初等 函数 ,满足 偏 导数 连续 条 件 ， 因 此 对 二 元 初 
等 函数 来 说 它 是 可 微 的 . 
. 如果 函 数 z = (х,у) (х,у) 可 微 ， 则 它 在 该 点 必 连 续 . 
这 是 因为 ， 如果 z= 九 x,y) 可 微 ， 于 是 
Az=AAx.+ BAy +о(р). 





当 Ax—0, Ay—0 时 ， 有 p= М (Ах)? + ( Ay)°—0 
从 而 limAz =0, 


所 以 函数 z=f(x,y) 在 点 (x,y) 连 续 ， 
以 上 关于 二 元 函数 的 全 微分 定义 及 全 微分 存在 的 充分 条 件 ， 完 全 可 以 推广 到 多 元 





РА Ж. 
BI 4-22 求 函 数 z=e*'” 的 全 微分 . 
解 ” 由 于 | 
dz = 45 + 924у, 
Ox ду 
92 2% + у2 OZ | ‚ 2x + y2 - 
而 2e б әу e > 
所 以 dz = 2е*** dx +2ye™*” dy. 
BJ 4-23 ЖИ z = x" 在 点 (2,3) 人 处 当 Ах =0. І, Ay=0.2 时 的 全 微分 及 全 增 量 . 
ðZ _  у-1 д2 一 д? | 
解 Эх УХ ， Эу хах, 
д2 _ да| _ _ 
Әх Мер =12, ду 125 = 812 


所 以 在 点 (2,3) 处 当 Ax =0.1, Ду =0. 2 时 


dz = 5245 + Ay = 12 x0. 1 +82 x0. 2 = 1. 2 +1. 6022. 309 


Az =f(x + Ах,у + Ду) —f(x,y) 
— (2 + О. 1)?*°? _ 23 =.( 2. 1)? _ 23 
== 10. 7424 — 8 =.2. 7424. 


Hij 4-24 раж u = x + sin 5 + у? 的 全 微分 . 


ðu _ ди _ 1 y з диша 22 
解 因为 和 ~ =1, ay > cos > +2уг, Эс =37 ш, 
› _ 1 y 3 22 
所 以 du = dx + 2 cos 5 +2yz |ау +Зу z dz. 





? 


x=x ` 





第 三 节 ”多 元 函数 微分 法 


一 、 复 合 函 数 微分 法 


БЕРЕС 2 =/(и,ь), 而 w=u(x,y)， v=v(x,y) 是 变量 x、y > " 
的 函数 ， 则 ~, | 
у 


2= 1 и(х,у),о(х,у)] 
ERE x. у Ну (РАА ЭСЖ П 4-11), 其 ， 图 4-11 
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Pu, о ЩЕ, х. ушала. 2 J JG Sr R SE ОЗ ИП ГАР: 
定理 4-2 ШАЯРА и = и(х,у), ›=®ъ(х,у) Ел (х,у) ЯЗ EE 0 Р, IB) PE 2 z = 
f(u,2?) 在 对 应 点 (u,v) 人 处 有 连续 偏 导数 ， 则 复合 函数 z=f[u(x,y) ,v(x,Y) fe sx (х,у) КЙ 
有 对 x М y 的 连续 偏 导 数 ， 有 旦 可 由 下 列 公 式 求 出 偏 导 数 . 
д2 деди ðz ðv 
Әх дидх ` Ən Əx ' 
дг _ ƏzƏu ‚ ӧх до 
ду диду доду 
从 图 4-11 可 见 变量 z 到 x 有 两 条 路 线 ， 因 此 求 z 对 >x 的 偏 导 数 时 ， 只 需 沿 着 每 条 线 按 
一 元 函数 求 导 法 则 求 导 数 ， 再 相 加 便 得 到 式 (4-11). 同 理 可 得 到 式 (4-12). 这 就 是 多 元 复 
合 函 数 求 导 时 的 锁链 法 则 ， 这 个 法 则 对 中 间 变 量 或 自 变 量 多 于 或 少 于 两 个 的 情形 仍 是 适用 
的 ， 例 如 以 下 玫 种 形式 : 
1. 两 个 中 间 变 量 是 一 元 函数 的 情形 
Ж Ее =/(и,ь), Пи = ф(х), о= (а), Жг=/[ф(х) (ж) ] Ж x 的 一 元 函数 ， 
РЁ ЖОН Ж тү Эс А М. 4-12. 这 时 z XF x 的 导数 称 为 全 导数 (to- 


(4-11) 


(4-12) 


u 
tal derivative), В. 7 — 
dx Əudx ðvdx . | 4-12 


2. 三 个 中 间 变 量 是 一 元 函数 的 情形 
对 于 含有 多 于 两 个 中 间 变 量 的 复合 函数 ， 式 (4-13 ) 结论 仍 成 立 . 如 图 4-13 所 示 的 函 
数 关 系 
u=f(x,y,z), Wix =@(t), у= К), z=w(t), х 
Д РРА и = Й ф(г) Pa), о (t) ] 的 全 导数 „==, — 


du _дидх , диду ди dz — 


d Əxdt ду dt дг dt (4-14) 


图 4-13 
3. 一 个 中 间 变 量 两 个 自 变量 的 情形 
z=/(u), HWlu=u(x,y), ВЈ Эе А, 4-14. MA 
Е д2 _ dz ди x 
Әх дидх 7" 
92 _ dz ди (4-15) É “ —. 
ay duody И 
此 外 ， 还 有 中 间 变 量 、 自 变量 多 于 或 少 于 两 个 的 其 他 情形 . 81444 
如 三 个 中 间 变 量 ， 三 个 自 变量 ; 二 个 中 间 变 量 ， 三 个 自 变 量 等 等. 
4-25 设 z=w =— =3х— k 92 д2 
В] 4-25 б г=и 1, и = y? * Зх —2у, Ж, Эу 
дг _ дг ди, дг до _ „4 үш 3.29 Зх? 
Әх = Әи Әх t до Әх “P y ty 3 = 5219039 -2у) ТУ (3®х —2y) ' 
да _ дЕди _ дг др _ .( 2 u 
ду диду до Әу = 211% | г) + 0 (2) 
25? 25? 


= – =—-]и(3х - 22у) 一 一 一 一 一 一 一 
у у (3x – 2у) 


例 4-26 Ek =/=); Уи) тйс, WE: 


д Oz 
— +y — =0. 
Ë дх y ду 











证 明 < u=, W z 0 и Эу ЕНЕ, x. y 为 自 变量 的 二 元 复合 函数 ， 其 复合 关 


系 见 图 4-14. 由 式 (4-15 ) 得 





az _ = дид. (.Уү_ Уу, д 
dx аидх du х? 2 du’ 

Әс _ deou de 1 _l1 dz 

ду duðy аш x x аи’ 

| 9 |„д__У,Ч4 X d: _ 
于 是 х әх әу x ди y ац 0. 


8) 4-27 2 =е", П и = ѕіпх, v=x% cosx, 求全 导数 和 


解 ” 此 函数 复合 结构 如 图 4-12， 由 公式 (4-13) ， 得 
dz _ Əzdu Әг dv 


dx Əudx Ovdx 


2 + 
= ve” cosx + ие" ( 2xcosx – х ѕіпх) 
22 s . >. 24 
= х cos xe" + ( 2xsinxcosx — x sin y ) e” "eo 
2 . 二 xz2sin2x 
= (х cos2x + xsin2x) е? 


J 4-28 i 2 = arctan( xy), myse, RE x 
| х 
= ‚ 
f y 


ЯЕ ”项 数 的 复合 关系 见 图 4-15. 


方法 一 ”用 二 元 复合 函数 的 锁链 法 则 ， 得 8415 
qz oz Əzdy _ y x х _ e" (1 + x) 
Ee =. 

dx Ox Oydx l1+xy l1+x y 1+х е 


方法 二 将 y=e 直接 代入 z=arctan(xy) 中 ， 得 一 元 复合 函数 z =arctan(xe*) ， 用 一 元 


复合 函数 的 求 导 法 则 ， 得 
_е(1+х) 


dz күз, 
— = L - = , 
4 [| arctan ( xe” ) ] | + eN 


ЕА ARa, ВЗА А, ЭХЕ] E < 的 一 元 函数 ; 后 者 是 :对 4 
的 偏 导数 ， 这 时 z 是 x、y 的 二 元 函数 . | 
014-29 设 w=f(x +y +5, хуг), RZE, 


Ж Wus=x+y+z, v=xyz, M 


w =f(u,v). 
дю _Əwðu _ ðw ðv _ ðw ðw x 
Әх дидх- дудх ðu ov oor "s 
一 ` —= л, > N 、 w y 
对 一 元 函数 y = f(x) ， 若 微分 存在 ， 无 论 * 是 自 变量 还 是 中 间 ”一 ‚ “С 
а 2 
变量 ， 总 有 dy =f'(x) ах, ZIRU ВВЕЛ. 图 4.16 
根据 式 (4-11)、(4-12) 及 (4-10 ) 可 得 
Oz д2 д2 ди 0z ðv д2 ди д2 9v 
024 02 = {| Z S£ _ 02 gv Есш < S 
OX х + By ( ди дх + д} 这 | ди ду + Әр >] dy 
_ 92( ди ‚дч 92ү до ðv 
= | 929% + a) + = [ dx 十 ӨЧ? | 
= 924, + 9240, 
ди ðv 








由 此 可 见 ， 无 论 把 z 当成 自 变 量 x、y 的 函数 还 是 当成 中 间 变 量 и, о 的 函数 ， 它们 的 
全 微分 形式 相同 ， 即 ， 对 于 函数 z= (u, v), TE u, v 是 自 变 量 还 是 中 间 变 量 ，z =/\и, v) 
的 全 微分 形式 总 是 


dz=32du + 240, 
这 个 性 质 质 叫做 多 元 函数 ( 一 阶 ) 微分 形式 不 杰 性 . 
一 、 隐 函数 微分 法 
在 讨论 一 元 函数 的 微分 法 时 ， 曾 介绍 过 用 复合 函数 的 求 导 法 则 求 由 方程 F(x,y) =0 所 
确定 的 用 函数 y=/(*) 的 导数 学 ， 下 面 通过 多 元 函数 求 偏 导数 的 方法 ;给 出 隐 函 数 的 求 导 


>: 
外 


设 函 数 F(x,y) 有 连续 的 偏 导 数 ， BS 0, 则 由 方程 F(x,y) =0 БЕЕК Н] ЕЁ БЕ Ж 








y =/(х*) 的 导数 为 
дЕ 
ау _ Ox _ F’ 
d FTE О (4-16) 
ду 
事实 上 ， 把 由 方程 F(x,y) =0 及 确定 的 函数 y= 太 x) 代 回 原 方程 ， 得 恒等式 
Fl x, f(x) ] =0. 
上 式 左 端 可 看 作 是 x 的 复合 函数 ， 人 恒等式 两 端 同 时 对 > RESETA ESEI, БЫА. 
oF ‚ ӘЕЧУ _ 
әх ду ах ” 
于 是 解 得 
dy_ Р, 
dx F? 
对 三 元 方程 F(x,y,z) =0 РТВ ХЕ BJ ES РЕЖ z = (х,у), 也 可 采用 同样 方法 得 到 
д2 F OZ Е, | 
Z == (F10). (4-17) 


or Е” ду F’ 


014-30 设 由 方程 y -~xer +x =0 METRE Aa), вока 
Ч x 


解 令 F(x,y) =у—-хе^+х=0, 

由 SF е1, дЕ L1 re x0, 
ON ду 
得 ЧУ _-е+1_е'—1 
dx ] — xe” 1 – xe” 
‚#14-31 设 由 方程 e” — 2z + e° =0 ТЯ НОВОЕ к = f(x ,y) , 试 求学 ， ar 
解 — F(x,y,z) =e ” —2z +e, 
oF -x aF -y F 

pli 一 -一 一 У — — 2 хү 一 -一 二 -: z 
ДІ] Эх уе“, ЭУ хе“, Pa 2 +e. 


由 (4-17) 式 得 











ИП . ie z =е7°*6, х= РЁ, y=4t, 则 全 与 等 是 否 相同 ? 


m 2. 12 z = utv, u= 25, v= X+v, 那么 dz= du + ds, dz = Зах + ду, 哪 一 个 是 z 的 全 微分 ? 
m 3. 函数 的 全 增 量 与 全 微分 有 什么 关系 ? | | 





第 四 节 “多 元 函数 的 极 值 


一 、 二 元 函数 的 极 值 

前 面 我 们 曾 用 导数 求 过 一 元 函数 的 极 值 问题 ， 在 这 里 我 们 应 用 偏 导数 来 讨论 多 元 函数 
的 极 值 问题 ， 讨 论 时 以 二 元 函数 的 极 值 为 主 . 

定义 4-6 设 函 数 z=(x,y) 在 点 (zx 和 ) 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 对 于 该 邻 域内 异 于 
(xo,yo) 的 点 (x,y) ， 如 果 都 有 | 

f(x,y) </(җ у) 3 (х,у) >f oyo) > 

ПОРОК z = f(x, yy ЖЕЛ С о) CAR ЧЕ ЗАВ ЛАЙ C ЖЕКИ )/ х,у) PRE (xo， 
Yo) 为 极 大 值 点 或 极 小 值 点 (统称 极 值 点 ). | 

fo PR 3k 6948 (8 HJ АА РАСА El ЕН. Jin, БЫ ¿= + 
у? +1,. 它 的 图 形 为 开口 向 上 的 旋转 抛物 面 ( 见 图 4-17) ， 显 然 在 
点 (0,0) 处 函数 取得 极 小 值 1; 函数 z= VR -x y р pR 
心 在 原点 ， 六 径 为 及 的 上 半球 面 ， 显 然 在 (0,0) 点 取得 极 大 值 民 

下 面 给 出 二 元 函数 取得 极 值 的 条 件 . 

定理 4-3( 极 值 存在 的 必要 条 件 ) ”如 果 函 数 z=f(x,y) 在 点 ， 
(xos9o) 处 取得 极 值 ， 且 函数 在 该 点 的 一 阶 偏 导数 存在 ， 那 么 ， 

f; (xo ,Yo ) =0, Р, (xo ,yo) =O. | 

证 因为 函数 z=f(x,y) ХЕ (х,у) ДИНИН, 5 
y =a, | — JCK Z z = (х,у) ЖЕ х = хо 处 取得 极 值 . 根据 一 元 
函数 取得 极 值 的 必要 条 件 ， 有 | 

~ f (xo ,yo ) = = 
同 理 可 证 





J .(xo,y a) = 0. 

使 得 f(xo,yo) =0 7, (х,у) =O 同时 成 立 的 点 (xo ,yo) 称 为 函数 z=f(x,y) 的 驻 点 . 

由 定理 4-3 知道 ， 偏 导数 存在 的 二 元 函数 的 极 值 点 必定 是 驻 点 ,但 函数 的 驻 点 不 一 定 
是 极 值 点 ， 例 如 ， 函 数 z=f(x,y) =xy， 它 的 驻 点 易 求 得 是 (0,0),, 但 由 于 函数 z=xy 在 点 
(0,0) 的 函数 值 为 0， 而 点 (0,0) 邻近 的 函数 值 既 可 取得 正 值 ， 也 可 取得 负 值 ， 所 以 点 (0， 
0) 不 是 极 值 点 . 

驻 点 只 是 偏 导 数 存在 的 二 元 函数 取得 极 值 的 必要 条 件 而 非 充 分 条 件 ， 那 么 ， 应 如 何 判 
定 驻 点 是 否 为 函数 的 极 值 点 呢 ? 下 面 定理 给 出 二 元 函数 取得 极 值 的 充分 条 件 . 

定理 4-4( 极 值 存在 的 充分 条 件 ) ” 设 函 数 z=f(x,y) 在 点 (x。,y) 的 某 邻 域内 有 一 阶 与 
二 阶 连续 偏 导数 ， ЖИ!) =0, Убу) =0, IEA =/(%,%), В =/ (m,y). 
C=f” Cx), IA 

(1) 如果 В? -4C <0, RASC, y) ER (xo yo) 处 有 极 值 ， 且 当 4<0 Н] f( х,у) Ж 
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极 大 值 ; 24 A >0 时 六 xo ,Yo) 是 极 小 值 ; 
(2) 如 果 B -AC>0, MEC ,Yo) 不 是 极 值 点 ; 


(3) 如 果 В -4C =0， 则 (x ,yo) 是 否 为 极 值 点 不 能 断定 ， 需 另 作 讨论 . 

例 4-32 求 函数 z=f(x,y) =x -y +3x° +3y – 9х 的 极 值 . 

解 ” 解 方程 组 Р(х,у) =3x 6-5 50 

(х,у) = -3y +6y =0 

得 驻 点 : (1,0), (1,2), ( -3,0)、( -3,2). 

X f” (х,у) =6x +6, f”, (x,y) =0, f", (x,y) = 26y +6. 
依据 定理 4-4 列表 讨论 极 值 如 下 : 


C В? -АС 极 值 


驻 д 4 B 
(1,0) 12 0 6 -72 极 小 值 -5 
(1,2) 12 0 -6 72 | 不 是 极 值 

( -3,0) -12 0 6 72 不 是 极 值 

(-3,2) -12 0 -6 -72 极 大 值 31 


如 果 函 数 z=f(x,7Y) 在 闭 区 域 D 上 连续 ， 则 它 在 D 上 必 能 取得 最 大 值 和 最 小 值 ， 假 定 
函数 z=f(x,y) 在 D 上 连续 且 可 微分 同时 只 有 有 限 个 驻 点 ， 类 似 于 一 元 函数 ,将 函数 z = 
f(x ,y) fE D 内 的 所 有 驻 点 处 的 函数 值 及 在 DD 的 边界 上 的 最 大 值 和 最 小 值 进行 比较 ， 其 中 最 
大 的 就 是 函数 z=f(x,y) 在 D 上 的 最 大 值 ， 最 小 的 就 是 最 小 值 . 


#14-33 RAŽ г = (х,у) = /4 а -y EAR л? + 六 <1 上 的 最 大 值 . 


解 4 f'(x,y) = -——--ZaAOa, f'(x,y) = —— .0 
7 атр V Ае 


得 驻 点 (0,0) WI/(0,0) = 


ЮЖ z =/(х,у) = V4 -x -YY 在 圆 域 边界 +y =1 上 的 值 恒 等 于 v3 , 又 2> A: ik РА 
数 在 圆 域 二 + у =< 1 上 的 最 大 值 为 2， 

在 实际 问题 中 ， 遇 到 求 二 元 函数 的 最 大 信和 最 小 值 问题 时 如 果 根 据 具 体 问题 的 性 

‚ IIB PR 2 = f(x ,y) 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) 只 能 在 区 域 D 内 部 取得 ， 而 函数 在 D 内 只 有 
нй 一 的 一 个 驻 点 ， 那 么 该 驻 ARAE RU BRI BSCE е Я z=f(x,y) Œ D ЕНЕ КИВ ( 或 最 小 
值 ). 

例 4-34. 要 用 铁皮 做 一 个 体积 为 2 立方 米 的 有 盖 长 方 体 水 箱 ， 问 怎样 选择 长 、 宽 、 
高 ， 才 能 使 用 料 最 省 ? 


R 设 水 箱 长 * 米 ， 宽 ?7 米 ， 则 其 高 为 志 米 ， 长 方 体 表 面积 为 


2 2 4 | 
A=2[ay +y S tx Ç] =2xy + +. (x>0,y>0) 
求 偏 导 ， 得 | 
дА -4 дА_„ 4 
дх = =y х? ‚ ду 一 x 
4 
2y—— =0 = 3⁄5 
解 方程 组 4。 ， 得 
2x -= =0 уз = 2 
y 1 
根据 题 意 可 知 ， 水 箱 用 料 函 数 4 的 最 小 值 一 定 存 在 ， 且 * >0,，y >0: 又 函数 4 在 该 范 











ру їй — BE K (22.72), В, "4 x =y = 时 ，4 取得 最 小 值 ， 此 时 ， Ë == сүт" 


亲 ， 即 当 长 、 宽 、 高 都 等 于 并 时 ， 水 箱 用 料 最 省 ， 最 少 用 料 为 6 2 平方 米 . 


二 、 条 件 极 值 


在 前 面 求 二 元 函数 极 值 的 讨论 中 ， 两 个 自 变 量 x 与 y 是 相互 独立 的 ， 此 时 的 极 值 称 为 
无 条 件 极 值 ， 简 称 极 值 . 如 果 自 变量 x 与 y 之 间 还 要 受 条 件 方程 g(x,y) =O 的 制约 ， 这 时 
的 极 值 问题 称 为 条 件 极 值 . | 

求 条 件 极 值 的 一 种 方法 是 ， 可 从 约束 条 件 中 解 出 一 些 自 变 量 使 其 由 其 他 自 变 量 表示 出 
来 ， 代入 所 讨论 的 函数 表达 式 中 去 ， 把 条 件 极 值 问 题 转化 为 无 条 件 极 值 问 题 ( 参 见 例 
4-34). 另 一 种 方法 是 直接 求 条 件 极 值 ， 即 拉 格 朗 日 乘 数 法 ， 它 是 解决 条 件 极 值 问题 的 有 
效 方法 . 其 求法 步骤 如 下 : 

(1) 用 常数 Л (КУЈУ ARRORA g(x,y)， 并 与 f(x,Y) 相 加 ， 得 肾 数 F(x,y) 
(ЖЕ Pr ВА А ра), B 

F(x,y) = х,у) +Àg(x,y) ; 
(2) 分 别 求 (х,у) їх 与 对 y 的 偏 导数 ， 并 解 下 列 方程 组 
F, =f; +Àg; =0 
F, =f, +Àg; =O 
g(x,y) =O; 
得 (xo,yo,Ao) ， 其 中 点 (xo ,Yo) 称 为 条 件 驻 点 ; | ° 

(3) 根据 问题 性 质 判 别 (xo ,yo ) 是否 为 条 件 极 值 点 . 

例 4-35 ” 某 工 厂 计 划 生 产 两 种 型 号 的 仪器 ， 其 产量 分 别 为 x 和 y 台 ， 所 需 成 本 为 z, 
上 且 z 与 和 y 的 函数 关系 为 : z(x,y) = +27 -xy( 单 位 :万 元 )， 现 需要 这 两 种 仪器 共 8 
台 ， 问 应 如 何 安排 生产 ， 才 能 使 成 本 最 小 ? 

解 ” 本 题 是 求 函数 z(x,y) =x +2y -xy 在 约束 条 件 x+y-8=0 下 的 最 小 值 . 

(1) 构造 拉 格 朗 日 函数 F(x,y) =x +2y —ху+А(х+у—-8); 

(2) FIER Е(х,у) Хх. у 的 偏 导数 ， 令 其 为 零 ， 并 解 下 列 方程 组 

FP' =2х-у+А =0Ü0 
F, =4y -x +À =0 
х+у-8 = 0 

得 x=5, у=3, А = -7; 

(3) 由 于 实际 问题 的 最 小 值 存在 ， 且 x=5, y=3， 是 f(x,yY) 的 唯一 驻 点 . :因此 , x= 
5,，y =3， 是 所 求 问题 的 最 小 值 点 . 当 两 种 型 号 的 仪器 各 生产 5 台 和 3 台 时 ， 总 成 本 2 最 
小 ， 最 小 成 本 为 

z(5,3) =5 +2 x32 -5 x3=28( 万 元 ). 

拉 格 朗 日 弱 数 法 也 可 推广 到 nn Bú PE А9 m (m <n) 个 约束 条 件 的 极 值 问 题 、 设 有 nn 

СРЕ Ја, ,x,) 满 足 约束 条 件 | 
g; Cx xta) =0 (j=1,2,.…,m), 


< F=f+Ag + Аа, + + À,€, 
зка =0(i=1,2 立方 各 
É 02; E i=1,2,…,n) 与 条 件 Bj (XI »X2 1 Z, ) =0(j=1,2,…,m) 组 成 的 联 立 方程 组 的 


ЯЕ (хг ,xz ,… X. ) ， 最 后 根据 实际 问题 去 判断 感 (xi ,x2 ,…,%; ) 是 否 为 最 大 (小 ) 值 点. 


101 





102 











Ош L 对 于 一 元 函数 ， ; 对 于 二 元 函数 ， 一 阶 偏 导 数 不 存 在 的 点 是 否 也 


可 能 是 函数 极 值 点 ? 
E 2. Rir ,yo) 是 函数 (x,y) 的 一 个 驻 点 ， 若 不 用 极 值 存在 的 充分 条 件 判定 ， 应 如 何 判 定 (x。,%) 是否 为 极 
值 点 ? 





“第 五 节 二 重 积 分 


在 一 元 函数 积分 学 中 我 们 知道 ， 定 积分 是 某 种 确定 形式 和 的 极限 。 这 种 和 的 极限 推广 
到 定义 在 区 域 上 二 元 函数 的 情形 ， 重 得 到 二 重 积 分 的 概念 . 本 章 将 介绍 二 重 积分 的 概念 、 
计算 法 以 及 它们 的 一 些 应 用 . 


1. 曲 顶 柱 体 的 体积 

设 z= 拟 x,y) 是 定义 在 хОу 平面 上 有 界 闭 区 域 六 上 的 非 负 连续 函数 ， 它 在 空间 中 表示 
一 个 曲面 $ 把 以 S 为 顶 、 刀 为 底 、 而 侧面 是 以 也 的 边界 曲线 为 准 线 且 母线 平行 于 z 轴 的 
柱 面 ， 叫 做 曲 顶 柱 体 ( 见 图 4-18)， 现 在 我 们 来 讨论 
如 何 定义 并 计算 上 述 曲 顶 柱 体 的 体积 V. 我 们 知道 ， 
平 顶 柱 体 的 体积 可 以 用 公式 

体积 = 高 x 底 面积 

来 计算 ， 对 于 曲 顶 柱 体 ， 当 点 (*,y) 在 区 域 忆 上 变 
动 时 ， 其 高 z=f(x,y) 是 个 变量 ， 因 此 它 的 体积 不 能 
直接 用 上 面 的 公式 来 计算 . :但 我 们 可 以 仿照 一 元 函 
数 求 曲 边 梯 形 面积 时 所 采用 的 “分 割 、 近 似 、 求 和 、 
取 极 限 ” 的 步骤 来 解决 . 

(1) 279]: 用 一 组 曲线 网 把 D 任意 分 成 n 个 小 
区 域 | 4 (Б) 





S:z=f (х,у) 






Ае, Ас», б .Ao.,, . 图 4-18 

并 用 До, 表示 第 i 个 小 区 域 面积 ; 分 别 以 这 些小 区 
域 的 边界 曲线 为 准 线 ， 作 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 ， 这 些 柱 面 把 原来 的 曲 顶 柱 体 分 成 了 个 
细 曲 顶 柱 体 AV, AV e AV, EA AV, 表示 第 个 细 曲 顶 柱 体 的 体积 . 

(2) 近似 : 当 这 些小 区 域 的 直径 (一 个 区 域 的 直径 是 指 该 区 域 上 任意 两 点 间距 离 的 最 
大 值 ) 很 小 时 ， 由 于 函数 z=f(x,y) 连 续 ， 对 同一 个 小 区 域 来 说 ， f(x,y) 变化 很 小 ， 这 时 细 
曲 顶 柱 体 可 近似 看 作 平 项 柱 体 ， 在 每 个 小 区 域 До, 中 任 取 一 点 (&,,n,)， 以 Féon) 为 高 ， 
底 为 До, 的 细 平 顶 柱 体 的 体积 为 f(é&;,m,)Ao,， 且 有 

AV =f En) Ao. (i=1,2,.…,n) 

(3) RA: X n 4 H3ETHEELKIKER SE n) До, (i =1,2, n) 之 和 可 以 认为 是 整个 曲 

项 柱 体 体 积 的 近似 值 ， 即 


= > A V, == 2 SEn) Ае. 


(4) 取 极 限 : 显然 ， 区域 D 分 得 越 细 ， 这 个 近似 值 就 越 接 近 曲 顶 柱 体 体积 刻 ZX n 
个 小 区 域 直 径 的 最 大 值 А 趋 于 零 ， 若 上 述 和 式 的 极限 存在 ， 此 极限 值 就 是 所 求 曲 顶 柱 体 的 











体积 了， 即 
V =lim > Кё.) Ao... 
2. /二 重 积分 的 概念 
在 前 面 我 们 用 分 割 、 近 似 、 求 和 、 取 极限 的 方法 求 出 了 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 还 有 许多 实 
际 问题 ， 如 求 不 均匀 薄片 的 质量 等 ， 都 可 以 用 这 种 方法 予以 解决 . 抽 去 具体 问题 的 实际 意 
义 ， 可 给 出 二 重 积分 的 定义 : 
定义 47 (лу) ЕСЫ D 上 连续 ， 将 D 任意 分 成 个 小 区 域 
Ас, До, 、… .Ao,, 
仍 以 Ar G =1.2 п) 表示 第 i 个 小 区 域 的 面积 在 每 个 小 区 域 上 任 取 一 点 (上 ,7 ， 作 乘 


ЯЯ (ё, , т) Aoi(i=1,2,…,n)， 并 作 和 式 DE л) Aos 如 果 当 各 个 小 区 域 的 直径 的 最 
大 值 克 趋 于 零 时 ， 这 和 式 的 极限 存在 ， 则 称 此 极限 为 函数 . 疙 x,y) 在 区 域 亡 上 的 二 重 积 
记 作 |/C<,y)do, ВП 


|х) ас = lim > SEn) Ас. * 


ЖН (х,у) ARREK, “ | ” 称 为 二 重 积分 号 , /(x,y)do 称 为 被 积 表达 式 ，dc 称 为 
ч 


面积 元 素 ，x 和 у 称 为 积分 变量 ,D 称 为 积分 区 域 . 

在 上 述 定义 中 ， 由 于 对 万 的 分 割 是 任意 的 ， 因 此 ， 当 到 两 边 分 别 平行 于 坐标 轴 的 矩形 
作为 小 区 域 До, 时， 以 Дх. Ау 表示 小 矩形 的 边 长 ， 其 面积 为 Ахду, 了 是 面积 元 素 ас 可 
用 ахау 表示 ， 故 二 重 积 分 又 可 记 为 “~ - 


і ato ма. = "ч 


[Aarde = | Cay) ахау, 


其 中 dxdy: 称 为 直角 坐标 系 中 的 面积 元 素 . 
根据 二 重 积 分 的 定义 ， 前 面 所 讨 ; 仓 的 曲 顶 柱 体 的 体积 是 曲 顶 面 z -fe 在 底面 D 上 
的 二 重 积 . i 


V= |5 х,у) do. 


Cus A 


以 DD 为 底 、 以 曲面 z=f(x,y) 为 项 的 曲 顶 柱 体 的 体积 
3. 二 重 积分 的 性 质 ” 、 
二 重 积分 具有 与 一 元 函数 定 积分 类 似 的 性 质 ， 现 叙述 如 下 : | 
性 质 4-1 被 积 函 数 的 常数 因子 可 以 提 到 二 重 积分 号 的 外 面 ， 即 ` 


[aydo = * | бод ao ( 为 常数 ) 


性 质 4-2 有 限 个 函数 的 和 (或 差 ) 的 上 重 积 分 等 于 各 个 函数 的 二 重 积 分 的 和 (或 差 )， 

例如 | 
оо аво) 180 = [х,у)до z Паско) во: 

性 质 4-3 如 果 闭 区 域 D 被 有 限 条 曲线 分 为 有 限 个 部 分 闭 区 域 ， 则 在 D 上 的 二 EFR 


等 于 各 个 部 分 闭 区 域 上 的 二 重 积分 的 和 。 例 如 DD 分 为 两 个 闭 区 域 D, 与 D,， 如 图 4:19 所 
示 ， 则 | 
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[Aado = |, у) ас + |а, у) ас. 


即 二 重 积分 对 于 区 域 具 有 可 加 人 性. 
性 质 4-4 ”如果 在 D Б, f(z.y) =l, cr 为 DD 的 面 


R, m 


Cr = [1 ` дө = Гао 

它 的 几何 意义 是 : 高 为 1 的 平 顶 柱 体 的 体积 在 数值 上 等 于 
柱 体 的 底面 积 。 4-19 

МЕЛ 4-5 ”如 果 在 D 上 总 有 fx,yY) <а(х,у), W 

| |) ао |а) о 

б. 

性 质 4-6 В M. т] f(x ,y) 在 闭 区 域 D 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， с % D 的 面积 ， 
则 有 





то = [Aa y) do < Mc. 
D 


性 质 4-7( 二 重 积分 的 中 值 定理 ) 设 函 数 /(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ，o 是 区 域 D 
的 面积 ， 则 在 D 上 至 少 存在 一 点 (&,n) ， 使 得 


[fn de Kemo 


该 性 质 的 几何 意义 为 : 空间 中 任意 一 个 曲 顶 福 体 的 体积 必 等 于 一 个 以 D AR, р ЕЖ 
ACEN) AER RAEE, n) A P DAER EER. 


二 、 二 重 积分 的 计算 `: 

按照 二 重 积分 的 定义 来 计算 二 重 积 分 ， 只 对 少数 特别 简单 的 被 积 函数 和 积分 区 域 可 
行 .在 大 多 数 情况 下 ， 二 重 积分 可 划 为 两 次 单 积分 来 计算 .下面 分 别 讨论 在 直角 坐标 系 和 
极 坐 标 系 下 二 重 积分 的 计算 方法 . 

1. 直角 坐标 系 下 二 重 积分 的 计算 | 

设 平面 区 域 D 由 两 条 直线 x =a, x =b 及 两 条 曲线 y=p (х). у= ф, (х) (ф(х) = 
py(x) ,as 和 xs0) 所 围 成 ， 这 样 的 区 域 万 称 为 x 型 区 域 ( 图 4-20). 


у=р,(х) 






у=Ф,(х) 





у=ф (х) 
у=ф|(х) 





м чт w s m w x m ш == 
і ы] — — w m - "s s s m ———= 


È = — = = == 
1 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


x O 


4-20 


0200), суа) ВТЕ, ЕАБР 称 为 y 型 区 域 (图 4-21). 
OC) DD 为 x 型 区 域 的 三 重 积 分 的 计算 
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x=0,(y) 





， 4-21 


由 二 重 积分 的 几何 意义 ， 当 f(x,y) 20 时 ， 二 重 积分 х,у) do 表示 一 个 以 区 域 D 


为 底 ， 以 曲面 z=f(x,y) 为 项 的 曲 顶 柱 体 的 体积 V. 

设 积分 区 域 D 是 x 型 区 域 ， 此 时 ,DD 的 边界 曲线 号 平行 于 y 轴 的 直线 至 多 有 两 个 交点 
(在 边界 x =a x =b 处 可 以 除外 )， 见 图 4-20. 

在 区 间 [a,b] 上 任 取 一 点 x， 过 点 x 作 垂 直 于 >x 
轴 ( 平 行 于 y0z 平 面 ) 的 平面 ， 它 与 曲 顶 柱 体 相 截 得 
到 一 个 以 区 间 [ ф, (х) ,g(x)] 为 底 边 、 以 曲线 z= 
Р(х,у) (对 任意 固定 的 x ,该 曲线 是 关于 变量 y 的 一 
元 函数 曲线 并 在 曲面 xz =F(x,y) 上) 为 曲 边 的 曲 边 梯 
形 ( 见 图 4-22) ， 它 的 面积 为 


24%) 
Аба) = | У,у) dy 

下 面 应 用 定 积分 的 微 元 法 求 这 个 曲 顶 柱 体 的 体 
积 V. ' O a x b x 

由 上 述 结论 可 知 ， 对 于 区 间 [a,65] E4E— х, 81422 
都 有 曲 顶 柱 体 上 的 一 个 截面 面积 4(x) 与 之 对 应 ， 用 平行 于 y0z 面 的 -_ 族 平面 把 曲 顶 柱 体 
的 体积 分 成 许多 小 薄片 体 ， 同 时 也 把 区 间 [a,5] 分 成 许多 小 区 间 ， 考 虑 区 间 [x,x +dx] 上 
的 小 薄片 体 ， 由 于 dx 很 小 ， 该 小 薄片 体 可 看 成 厚度 为 dx、 底 面积 为 4(x) 的 一 个 柱 体 ， 它 
的 体积 微 元 为 dV = A( x) dx. 于 是 ， 体 积 微 元 dV = 4(x) dx 在 区 间 [4,6] 上 的 定 积分 「4(z) 
dx 就 是 所 求 曲 顶 柱 体 的 体积 V. Вр | 

V = [аса = [17 2 Убу) ay]ax. 

这 个 体积 也 就 是 所 求 的 二 重 积分 ， 从 而 \ 


Ју) ахау = f Г x) 






у=Ф,(х) 


y =p (x) 


Уу) dy |дх. 


上 式 右 端 是 一 个 先 对 yY、 再 对 x 的 二 次 积分 ， 首 先 把 f(x,y) ЖЕ y 的 一 元 函数 (x 为 常 
ЖО), ， 并 对 y 计算 从 wi(x*) 到 ow:(x) 的 定 积分 ;然后 把 算得 的 结果 (是 x 的 函数 ) 从 “到 TF 
RERI. 这 个 先 对 y、 再 对 x 的 二 次 积分 也 第 记 作 


[х.›эаау = f de f” | бау). (4-18) 
在 上 述 讨 论 中 ， 我 们 假定 了 f(x,y) 20. 但 实际 上 公式 (4-18) 的 成 立 并 不 受 此 条 件 
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限制 . Г 
例 4-36 计算 | (х +52) ахау, нт рн y =a 以 
Ж x = y? 所 围 成 的 区 域 ( 见 图 4-23). - 
解 将 DD 视 为 x 型 区 域 。 先 积 y 后 积 x， 用 平行 于 y 轴 的 
直线 从 下 到 上 ( 沿 у ЧЕГА) 穿 过 区 域 D, 首先 穿 过 的 曲线 


епа) Sa, TOKERO p (a) =; , 解 方程 组 | 83 
y = /x 
点 (0,0) 和 (1,1)。 BB0=x=1, х =y= x, В 


1 x | 
(К +y уахау = |, ax [` (х? + у?) ау 
D x 














‚ Pi 图 4-23 
l, (e+ 了 | | pr ` 1 i 
= (+ ` 
“ 2 了 2 s lJ s 1; _ 6 上 
计算 重 积分 时 确定 积分 上 下 限 非常 重要 ， 一 般 的 做 法 省 : 首先 划 出 积分 区 域 D 的 图 


形 ， D 车 是 x 型 区 域 ， 即 二 次 积分 为 先 积 u ， 用 上 述 例题 的 方法 作 平行 于 y Th By E 
线 从 下 到 上 ( 沿 y 轴 正 向 ) 穿 过 区 域 D, аах шана p, Ca )， 后 穿 过 的 曲线 为 
p(x), 从 而 确定 了 y 的 上 下 限 ， Ут =p (x), yr = Фф, (х), Ш ф(х) ужо, (х); 其 


С Cx) 
次 ， 解 方程 组 | 9 ， 得 交点 (a,p1(4))，(5,g1(5))， 于 是 ,第 二 次 积分 上 下 限 为 6 
y =P: ' 
Sa, В а=х=Ь. x 型 区 域 万 也 常常 用 下 面 不 等 式 表示 : 
_ т Фф G ë) уф, (а) | 
x | Ka. | 
(2) D A y 型 区 域 的 二 重 积分 的 计算 L ,i 
类 似 地 ， 如 果 积 分 区 域 D 为 y 型 区 域 ， x= = (y), же =Й»), с&ў=<а, 用 不 等 式 
d- 72 (у) х= yn (y) I . 
+ Ka 1 ‹ ` › 1 


KEA, RP y Cy) Яп у, (у) 68, ЕН D 的 边界 曲线 与 平行 于 .x 轴 的 直线 至 多 有 两 个 交 
点 (在 边界 y =c =d 处 可 除外 )， 见 图 4-21， 那 么 有 | 


[усо анау = P ay [” д»). © (4-19) 


91 4-37 PEA sasay, ЗОР DCD, UD жинай! a 及 直线 y=%-2 2 所 围 成 ( 见 
В 4-24). | 
L 解 方程 组 | ， — 得 交点 (1, -1) 和 (4,2)， 册 图 4-24 可 见 ， 积 分 区 域 D 可 用 
y =<x=y+2 


不 等 式 | 表示 ， 利 用 公式 (4-19) 得 
-1=y=2 


| > 2 | 
ү. А ka = Í, dy | ayda - [2>) | 
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L36069 КЛА ei х 后 积 y， 类 似 于 x 型 区 域 
一 次 积分 确定 上 下 限 的 方法 ， 作 平 行 于 « 轴 的 直线 从 
左 到 右 ( 沿 x 轴 正 向 ) 穿 过 区 域 0， 直线 先 穿 过 的 曲线 
为 xz =, (y) =y ， 后 穿 过 的 曲线 x, = у, (у) = y +2, 
从 而 确定 了 x EFRR, By 志 x 志 y+2， 第 二 次 积分 
y 的 上 下 限 可 由 解 方 程 组 所 得 的 交点 y 的 坐标 来 确定 ， 
它 也 是 将 区 域 D 向 y 坐标 轴 投 影 所 得 到 点 y 的 变化 
范围 . 

由 本 题 积 分 区 域 图 形 ( 图 4-24) 可 知 ， 要 利用 公式 
(4-18) 来 计算 , 需 先 将 D 分 成 两 个 部 分 区 域 : ; 

D.. Го р,: | — 2 ух | 





4-24 


0 =x=1 l =x=4 
再 利用 二 重 积 分 性 质 3 来 计算 ， 读者 可 自行 计算 ( 比 题 中 的 解法 要 麻烦 ). 
如 果 积 分 区 域 D 既 可 用 不 等 式 ф(х) «уо, (х), a= < b 表示 ; 又 可 用 不 等 式 
Ш. (у) = x=,( y), “<Y<4 表 不 ( 积 ! 分 区域 D 既是 x J p< hi У E y 型 区 域 )， | _1 ,) 


[уо = рар А ро 


= aj Дох ,у)дх. 
例 4-36 就 是 这 种 情况 . | 
如 果 平 行 于 坐标 轴 的 直线 与 积分 区 域 边界 的 交点 多 
于 两 点 ， 即 积分 区 域 D 既 不 是 x 型 区 域 又 不 是 y 型 区 域 `o — 
(如 图 4-25 所 示 )， 可 将 区 域 D 适当 地 分 成 几 个 部 分 区 图 4-25 Í 
域 ， 使 每 个 部 分 区 域 为 x 型 区 域 或 y 型 区 域 ， 再 利用 二 重 | є} 
积分 的 性 质 3 ， 将 这 些 部 分 区 域 上 的 二 重 积分 相 加 ， 即 可 求 出 D 上 的 积分 值 . 


例 4-38 计算 ааа, 其 中 D(D, UD, ) 是 由 双 曲 线 


xy =1、 直 线 y=x 和 y=2 所 围 成 的 区 域 ( 图 4-26). 
解法 一 先 y 后 x 积 
积分 区 域 D 不 是 x 型 区 域 . 


=2 ху = 1 x: = 1 
ногаа | - E W E р ， 得 交点 4(2,2)， 
КИ 








В(1,1), с(5- 2). . ; 


4-26, 


2 7 
将 图 4-26 中 积分 区 域 D 分 割 成 两 个 区 域 : 
. ` l Ü 
1 . ` 
‚ | z = у<2 x=y=2 1 
| А D,: 4 D; : | 
i ЕЕЕ 1=х=%2 1 | 
由 二 重 积分 性 质 3 得 
| 2 2 -- ; 5 2 ` 2 2 
—dxdy: = | 2-4хау + || ахау = | dx | ау + fa = и 
É y: | эчу „ўч | “| ‚ х 5 y 、 \ 
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解法 二 x Ja y 积分 . 
积分 区 域 D 是 y 型 区 域 ， 且 D 可 表示 成 : | 


“i 








y 
- (了 +- 2 14 _l1 工 
(5 27) 73 192 6 12 
27 | | 
64` 


例 4-39 计算 二 重 积分 | e ”dxdqy， 其 中 忆 是 由 直线 y =<, у=1 与 y 轴 所 围 成 的 区 域 


(图 4-27). 

解 ” 各 将 积分 区 域 D 看 成 x 型 区 域 ， 即 按 先 y 后 x 的 顺 
序 作 二 次 积分 ， 由 图 可 知 ， 区 域 D 的 上 方 曲线 y: =1, D 的 
下 方 曲线 yz =x， 于 是 


ахау =. [ dx f е dy. 
由 于 fe” dy 不 能 用 初等 函数 表示 ， 因 此 二 重 积分 fe +, 
dxdy 不 能 按 先 y 后 х 的 顺序 作 二 次 积分 ,应 考虑 按 先 x 后 y 





的 顺序 作 二 次 积分 ， 将 积分 区 域 D 向 y 坐标 轴 投 影 得 到 点 y 图 427 
的 变化 范围 0<y<1， 而 左 曲 线 xx = (у) =0, Ж х, = 


Py) =y. 因此 | 
` fe” dxdy = f dy f eds = J. (е7) 54у _ f ye” dy 
p . 


-| 
例 4-37、 例 4-38、 例 4-39 者 说 明 选 择 积 分 次 序 非常 重要 ， 它 不 仅 决 定 了 积分 的 难 易 
( 例 4-37、 例 4-38)， 而 且 还 决定 二 重 积分 是 否 能 求 出 来 ( 例 4-39)， 选 择 积分 次 序 的 方法 
Ж: 首先 确定 积分 区 域 D 是 x 型 区 域 还 是 y 型 区 域 ， 其 次 再 
看 被 积 函数 先 对 哪个 自 变 量 的 原 函 数 容 易 求 出 来 . 
#14-40 ”改变 二 重 积分 | dx 三 A(x,y) dy 的 积分 次 序 
解 ” 由 题 中 所 给 的 先 y 后 x 的 二 次 积分 顺序 可 知 ， 积 分 
Kik D J x AKR, 再 根据 积分 上 下 限 可 划 出 积分 区 域 D 
的 图 形 ( 图 4-28). | | 
若 将 积分 次 序 改变 成 先 x 后 y， 需 将 区 域 D 分 为 D， 和 
D,. р, 的 左 曲线 为 x = — у, AHRJ х = (у; Р, ВУ Z= BH Zb 
为 x=y-2， 右 曲线 为 x=w， 因 此 














J: dx 三 y) ay = | 5 .у) ахау + |] 5 yydxdy 


- fay f? yas f ay f’ Cy) da, 

2. 极 坐 标 系 下 二 重 积分 的 计算 

某 些 类 型 的 二 重 积分 ,其 积分 区 域 的 边界 曲线 或 被 积 函数 用 极 坐标 表达 比较 简单 ， 如 
积分 区 域 为 圆 区域 、 扇 形 区 域 、 圆 环 区 域 等 或 被 积 函 数 为 f(x” +y ) 型 时 ,在 直角 坐标 系 
下 计算 二 重 积分 往往 比较 复杂 ， 而 利用 极 坐标 来 计算 却 比 较 方 便 ， 下 面 简单 介绍 极 坐 标 系 
下 二 重 积分 的 计算 . 

用 一 族 以 原点 为 圆心 的 同心 圆 和 一 族 以 原点 为 始点 的 射 
. RKK DIR п 个 小 区 域 . 设 ас 是 半径 为 p A p + ар 的 
两 个 圆 弧 及 极 角 等 于 9 ЯП Ө + аө 的 两 条 射线 所 围 成 的 小 区 域 
(如 图 4-29) ， 也 用 do 表示 该 小 区 域 的 面积 ， 这 个 小 区 域 可 
以 近似 地 看 成 边 长 为 do 和 pdo 的 小 和 矩形， 于 是 在 极 坐 标 系 
下 面积 元 素 dc =pdpd0. 

由 于 平面 上 任意 一 点 的 直角 坐标 (x,y) 与 极 坐 标 (p,9) 之 
刁 有 如 下 的 变换 关系 : x =pcos6，Yy =psin6， 因 而 在 极 坐 标 系 


中 二 重 积 分 - 图 4-29 





J x,y)dc = ||ZCosos@ „рзїпӨ)рдрдө. (4-20) 


其 中 区 域 D 及 被 积 函 数 都 用 极 坐 标 表 示 .， 与 直角 坐标 系 下 二 重 积 分 的 计算 类 似 ， 我 们 再 把 
它 化 为 关于 p、9 的 二 次 积分 来 计算 ， 下 面 分 三 种 情形 讨论 . 

(1) 极点 在 区 域 D 内 部 

如 果 区 域 D 的 边界 曲线 方程 为 p =p(09) ， 此 时 区 域 D 可 表示 成 不 等 式 

Ë =р=р( 60) 
О<б=27 
于 是 `, 
, л (6) 
[| рсоз 0,psin Ө)рӣраӨ = J do f /(pcos 0,psin 0) pdp. (4-21) 


例 4-41 计算 二 重 积分 | Vx +y dady, APER D= | (х,у) |0<а? +у?<4} (№ 
4-30). 
Ё < х = рсоѕб, у =psin0, TÆ D 的 边界 曲线 方程 为 


_ О=о=2 
p =2， 即 可 表示 成 不 等 式 | ， 由 (4-21) 式 , 得 
0=w@8=w2z 


m. т 3, 
[тузы Гајење £ E 
5 0 0 0 3 
-8 м _16л 
= J. dB = 3 


(2) 极点 在 D 的 边界 曲线 上 | 

设 区 域 D 的 边界 曲线 方程 为 p =р(0), а<0=<8, Б 

D 可 表示 成 不 等 式 | 图 4-30 
505010 


а=<0= 8 





2 
аө 
0 





， 于 是 
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| Keeose,psing)pdode = [ аө flpeos0.,psing ) рар. (4-22) 


例 4-42 计算 Vx tyde, RP D IA а? +y = Зах 所 围 成 的 区 域 (图 4-31). 


fE ”将 x = pcos@, y = psin@0 代 人 圆 的 方程 x? + у? = 2ах 
中 ， 得 圆 的 极 坐 标 方 程 : 
p = 2асов@, 
" _ . О =o=2acos0 
于 是 D 可 表示 为 : sss: 
由 公式 (4-22) ,得 


у [ ү тудо — [Го . pdod0 = P. аө odp | 


р 1, 2асов@ _8, T. 
= (37) de = а 


0 -5 . г 
= за f, (1 — sin?) dsing = а `. 
(3) 极点 在 区 域 D 外 部 | 
LKR DAHR oa MegA KD 的 边界 曲线 可 用 极 坐 标 表达 成 : p = 
Pb) 与 p=p(00)， 此 时 了 刀 可 表示 成 不 等 式 ， 








人 <p<p(0) 二 是 
o QASOS i . 
| ` 226) . 
|| осо» ,psing) pdpde = [ аө f н J(pcos0,osin0)odo. ` ` (4-23) 
万 а 019) . . 





#14-43 计算 | ——— dray, HP DEBER у= 0С Е) Л А +y = 1 BJ 6k 
DNX +y - 


部 ) 和 >* + —2x =0( 的 内 部 ) 所 围 成 的 闭 区 域 ， 见 图 4-32. 
ЯЯ 将 x =0с050, у =psin0 分 别 代 人 x? + ° =1 #l ° + у? – 2х 
=0 中 ， 于 是 得 到 它们 的 极 坐标 方程 为 : 
p =1 FU p = 2соѕ0, ~ 
解 方程 组 人 =! 得 两 圆 交点 (1 F), LER у =0 的 极 坐标 方 
p = 2cos0 


程 为 0=0， FÆ, KÈ D 可 表示 成 不 等 式 . 
| <p S&S 2cos 





О<ө<л. > HAR(4-23), 得 ШЕ 
— чод 





Е -dxdy _ Ѓ РА r 1 pdp _ [ 40 Ѓ“ do 


x +y l 
= [| дө = Ñ (2cos@ —.1 ) d0 = (2sing – 0) i 
0 | 0 0 


A-A a 
可 根据 二 重 积 分 的 几何 意义 求 空间 立体 的 体积 . © 
914-44 求 由 旋转 抛物 面 z =x? + 2. PAEH x +y? =1 及 坐标 面 z=0 所 围 成 的 立体 宪 
第 二 、 三 、 四 卦 限 的 体积 ， 如 图 4-33. 
解 ПИЕ хл +y =1 与 坐标 面 z = 0 的 交 线 为 圆 x* +y =1， 于 是 图 中 立体 是 以 曲面 


Й 


2сов@ 





z =x° +y Ah, Ш хх +y = 1 为 底 的 曲 顶 柱 体 ， 它 在 
хОу 化 标 面 的 投影 区 域 为 Di = | (х,у) [0<а + 1} = 






0 










| (р,ө) |0<0=27,0<р=1|. 由 于 所 求 的 立体 体积 位 于 9 
— — y ` 一 一 SIeIK 
第 二 、 三 、 四 卦 限 ， 所 以 积分 区 域 D 可 表示 成 不 等 式 : SS 
Ospi s= 
-„ <0=2J SS 
， 2 < = , 
由 公式 (4-22) 可 计算 出 所 求 立体 的 体积 为 “20 7 


эл. р. r 4 ji 
V = || (х +> )dxdy = || ррараб = | de | p dp = f 24 аө 
| | А |, 4 | 


2" 1 Л 3 Z= 
= — = —| 2 T – — = >i., ， . ~ 图 4-33 
4 |, 99 xl >) E: | . 





01, [Жх,у}4о= |) do + | Axy) di 的 几何 意义 是 什么 ? 





u з. ГА, аса Пу) а (Rh p= llay) | +y S4] p. = | (х,у) | + <4ixz0,y>0 жш 


t 





立 ? #ЛДх,у) SA -z,y) В.р) =}, -7)} 时 ,A(x,y)do =4 | Ary) do RERE? 





> кй Er 
1. ЖКУ РАН EAR, JmK] 
2 2 
(1) z= vin(y -4x +9); (2). z = arcsin ~ +y + Vx +y —4; 


9 
(3) z=xy+ үх Муз (4) == ху + /ln = - + Vx +y + R°. 
X + y | 
2. 求 下 列子 数 的 极限 











| у hua. 2 — 一 4 _ ` . гв 
(1) 2—3 looa (2) lim 25, | 
ох +у +2 0 ху ° 
4 34 . 
(3) lim—— (4) jim 一 
3х У о У 
3、 求 下 列 函 数 的 不 连续 点 | | 
1 p 1 
1 = + М = ——nVIIÇVP 
(1) z cos Ly (2) z x +? 1 
(3) z=In( |æ? -3 , , (4) z=— | 
|. - `. sinxsiny 
4. 求 下 列 函 数 的 一 阶 偏 导数 
(1) z=xy+—; ' ` (2) г = е” 
У оъ . + y x 
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(3) и = 1 22, (4) z=lnln(x + lIny); 
x 


(5) z = sin —-cos — (6) а=(1+х)?. 

5. 求 下 列 函数 在 指定 点 的 一 阶 偏 导数 

(1) z=x+y- М у (3,4); (2) в =e sin(x+2y) EA (0,2). 
6. 求 下 列 函 数 的 三 阶 偏 导数 | | 





(1) z=x? y —2xy +xy +1; (2) z= cos (ах + Бу). 
7. 求 下 列 函 数 的 全 微分 
(1) 2=еў; (2) z = arcsin“; 
(3) z=yx"; (4) z=% 2Y 

x-y 


8， 设 函数 z=x’，, 求 当 x=1, y=2, Ах =0. 04, Ay= -0.02 时 的 全 微分 . 
9. 求 下列 复 合 函 数 的 偏 导 数 或 全 导数 | 


(1) z=—, йх=е, у=1-е° 


(2) ==, ИП x = sint, у=; 
x 


(3) z=arccot(xy), y=e*; 


(4) z=alny, Wix = -, y=3u-26, RŽ, S 


ди? дь 

10. к F Z| раа — Pr ЕССЕ f RE — ИЕ mR). 
(1) z=f(x -y e”); | (2) 0 = (х +y +z,xyz). 
11. 设 z=xy +xF(u)， 而 w= 一 ， 证 明 

x 2 у =а+ху 
12. 设 xyz =a* ， 证 明 

ðz д2 _ _ 

xx Уу 24 
13. 求 由 下 列 方程 所 确定 的 隐 函 数 z=f(x,y) 的 一 阶 偏 导 数 
(1) eë = xyz; l (2) х + y? + 22 — 6xyz = 0; 
(3) zy 一 xz = 2; (4) = hn у 
14. К F7 PE АЈ Et | 
(1) (х,у) =4(х-у) -x -у?; (2) zy) =e”*(x +y 2») 


с) f(x,y) =xy(a —x — y) (a > 0 ,xX>0,y>0). 
. 求 内 接 于 半径 为 R 的 球 有 最 大 体积 的 长 方 体 . 
16. 在 平面 3x -2z =0 上 求 一 点 ,使 它 与 点 4(1,1,1) 和 点 B(2,3,4) 的 距离 平方 和 为 
最 小 . | 
17. 已 知 x 单位 的 某 种 注射 剂 ， 在 注射 后 上 小 时 的 效应 可 按 下 式 计 算 
y=f(x,t) =x (a —x)te` ! (x>0,t>0) 
其 中 a 为 某 一 常数 。 斌 确定 x 和 上 的 值 ， 使 y 达到 最 大 值 . 
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18. 比较 积分 f (x + y) do 与 f (х? +y do 的 大 小 ， 其 中 D 为 由 x HH. у 轴 及 直线 


х +у=1 所 围 成 的 区 域 . 


19. 将 二 重 积分 Jee 化 为 二 次 积分 (两 种 次 序 都 要 ) ， 积 分 区 域 给 定 如 下 : 


(1) D: x+y=1, x y=1、x =0 所 围 成 的 区 域 ; 
(2) D: y=x, у=3х. х=1. х=3 所 围 成 的 区 域 ; 
(3) р; (у=, y=4 — x° 所 围 成 的 区 域 ，; 

(4) D: («-2)°+(у-3)° =4 所 围 成 的 区 或 

20. 更 换 下 列 各 积 分 的 次 序 


a f dy Гау) des 
(2) [а yay ра р Aay) dyi 


(3) f! as | rs) ay. 
21. 计算 下 列 二 重 积 
(1) [| ахау, D:x+y=l、x-y=l、x=0 所 围 成 的 区 域 ; 


' (2) | ао, D: x=2, y=x. у=! 所 围 成 的 区 域 ; 

(3) J (= +бу)йхду, D: у=х, у=5к, x=1 所 围 成 的 区 域 ; 

(4) J e + у?) ахау, D: y=x, y=x+a, y=a、y=3a(a>0) 所 围 成 的 区 域 ; 
(5) f аа, D: у=, у? =x 所 围 成 的 区 域 ; 

(6) [ ydxdy, D; а? +7 = а? 所 围 成 的 在 第 一 象限 内 的 区 域 ; 

Df VR = а? -y dxdy, D: а? +у? = Rx 所 围 成 的 区 域 ; 


(8) | arctan ~ —dxdy, D: x +y =4. х +y =1 及 直线 y =x、 y=0 所 围 成 的 在 第 一 象 


ки 


2. 利用 二 重 积 分 计算 y=x、y =5x、x=1 所 围 成 图 形 的 面积 
23. 求 由 球面 x +y +z =4a УЕ х +y =2ay 所 围 成 立体 的 体积 ( 指 含 在 柱 体内 的 


部 分 ). 
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第 五 章 “微分 方程 基础 “ ` 


在 科学 研究 中 ， 寻 求 变量 间 的 函数 关系 凰 十 分 重要 的 ， 由 实验 或 观察 所 得 到 的 结果 ， 通 
常 不 能 直接 确定 变量 间 的 函数 关系 ， 而 必须 根据 实际 问题 的 条 件 ， 建 立 起 这 些 变 量 和 导数 
(或 微分 ) 间 的 关系 式 ， 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 含有 未 知 函 数 的 导数 (或 微分 ) 的 方程 。 这 种 方程 
称 为 微分 方程 。 再 通过 解 微分 方程 ， 就 可 以 得 到 我 们 所 要 寻求 的 变量 间 的 函数 关系 式 . 


第 一 广 一 般 概 念 


下 面 我 们 通过 生物 、 几 何 和 物理 学 中 的 几 个 具体 问题 来 介绍 微分 方程 的 基本 概念 . 

例 S-1 在 理想 环境 中 ， 某 细菌 的 增殖 速率 与 它 的 即时 存在 量 成 正比 . 试 建立 该 细菌 
在 时 刻 : 的 存在 量 所 应 满足 的 微分 方程 . | 

解 ” 设 在 任意 时 刻 上:， 该 细菌 的 即时 存在 量 为 NC), 并 从 观察 中 已 测 出 正比 例 常数 为 
5， 则 可 得 到 微分 方程 


INUL ма). | Е (5-1) 
015-2 设 一 曲线 通过 点 (1 ,2)， 县 在 该 向 线 上 任意 点 处 的 切线 侠 率 为 2x， 求 这 曲线 

方程 . ую» ` 

解 ” 设 上 所 求 曲线 方程 为 y =f(x), 根据 导数 的 几何 意义 ， 可 

得 等 式 





d 
, S =.2 x ' А (5-2) 
或 dy = 2xdx. 
对 上 式 两 边 积 i 
| fay = f2xdx 
得 y = x° + C. i ani N (5-3), 
IEP C 是 任意 常数 . 方程 (53) 表示 以 常数 C 为 参数 的 抛物 线 
族 ， 如 图 5-1 所 示 ; , ; | 
又 因 戎 线 通过 点 (1,2) ， 所 以 曲线 方程 (5.3) 还 应 应 满足 条 件 Ss 
| x=1, y=2 | . (5-4) 
将 条 件 (5-4) 代 入 (5-3)， 得 | К | 
| Е | 2 =1 +С * 
С=1, 
于 是 所 求 的 曲线 方程 为 
у=? +1. (5-5) 


015-35 质量 为 m 的 物体 从 空中 自由 下 落 ， 在 不 考虑 空气 阻力 的 情况 下 ， 斌 求 下 落 的 
距离 应 满足 的 微分 方程 . 

解 ” 设 在 时 刻 1:， 下 落 距 离 为 s(1)， 自 由 落体 的 加 速度 为 常数 g， 则 这 一 自由 落体 运 
动 可 表达 为 | | 


— = 8. (5-6) 





SAHE, RAI ВЕ Z FU Ж 1 РА ЖОНЕ ( н 或 微分 ) 的 方程 称 为 微分 方程 (ordinary 


differential equation ) . я, 

以 上 三 例 所 建立 的 式 (5-1) 、 (5-2), 式 (5-6) 都 是 微分 方程 下 面 介绍 微分 方程 的 
两 个 重要 概念: h . i 

(一 ) 微分 方程 的 阶 

微分 方程 可 以 根据 它 所 含 导数 或 微分 的 阶 数 来 分 类 .微分 方程 中 所 含 未 知 函 数 的 导数 
或 微分 的 最 高 阶 数 ， 叫 做 微分 方程 的 阶 (order) ， 例 如 上 述 式 (5-1) 和 式 (5-2) 是 一 阶 微分 
方程 ， 而 式 (3-6) 则 是 二 阶 微分 方程 . 


(Z) 微分 方程 的 解 ооз 
ПЯ ЯЕ РАИ Б Е 的 导数 代入 微分 方程 ; 能 使 方程 成 为 得 等 那么 这 个 晒 数 就 叫 
做 微分 方程 的 解 (solution). 


例如 ， 式 (5-3) 和 式 (5-5 ) 都 是 微分 方程 (5-2) 的 解 . 根据 解 的 概念 ， 要 验证 某 函 数 是 
否 是 微分 方程 的 解 ， 只 要 把 该 函数 代入 微分 方程 中 检验 就 可 以 了 ， 容易 验证 


ONCE) = Сек. 


| (5-7) 
`. Lx - f : _. 


РЯ 


是 方程 (3-1 ) 的 解 ; 


s= + Си + C, (5-8) 


是 方程 (5-6) 的 解 . 

微分 方程 的 解 又 有 通 解 与 特 解 之 分 . 

1. 通 解 

含有 独立 的 任意 常数 ， 且 常数 的 个 数 与 微分 方程 的 阶 数 有 相同 的 解 ， 叫 做 微分 方程 的 
通 解 ( general solution). | 

式 (5-7) 和 式 (5-3 ) 都 含有 一 个 任意 常数 ， 它 们 分 别 是 一 阶 微分 方程 (5-1) 和 (5-22) 的 通 
解 ， 式 (5-8) 含 有 独立 的 2 个 任意 常数 Ci 和 С, (Cit、C, 这 两 项 不 能 合并 ) ， 式 (5-8) 是 二 阶 
微分 方程 (5-6) 的 通 解 . 

2. 特 解 | 

在 通 解 中 ， 利 用 已 知 条 件 ( 或 初始 条 件 ) 求 出 任意 常数 所 应 取 的 确定 数值 ， 所 得 的 解 叫 
做 微分 方程 的 特 解 (particular solution). 
” 式 (5-5) 是 方程 (5-2) 满 足 条 件 (5-4) 的 特 解 

在 例 5-1 中 ， 如 果 我 们 于 t= 时 测 得 细菌 的 即时 存在 量 (г) = N,， 则 可 利用 这 一 条 
件 求 出 通 解 式 (5-7) 中 任意 常数 С 所 应 取 的 确定 数值 ， 因 


ы 


М, = Се? 
则 有 | `- 
б. | C = Ne ™., - 
于 是 求 得 方程 (5-1) 满足 这 一 初始 条 件 的 和 转 解 
N = Nyo, 


在 解 微 分 方程 时 ， 一 般 是 先 求 通 解 ， 然 后 利用 已 知 条 件 ( 或 初始 条 件 ) 确定 任意 常数 ， 






1 2. у= (с. +C, )x 是 否 是 二 也 微分 方程 了 -0 的 通 解 ? 
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第 二 节 一 阶 微分 方程 
一 阶 微分 方程 是 含有 自 变 量 、 未 知 函 数 和 未 知 函数 的 一 阶 导 数 (或 一 阶 微分 ) 的 方程 ， 
其 一 般 形式 为 
р Б (5-9) 
dx 
下 面 介绍 两 种 常见 的 一 阶 微分 方程 及 其 解法 . 


一 、 可 分 离 变 量 的 微分 方程 


如 果 方 程 (5-9) 式 等 号 右 端的 函数 可 分 解 成 x 的 函数 与 у 的 PS RAER BJ J >Ñ, Ии] Zt, 
为 形 如 


f(x) абу) (5-10) 
x 


的 方程 ， 则 称 它 为 可 分 离 变量 的 微分 方程 (separable equation). 
这 类 方程 的 解法 是 将 方程 (5-10) 改写 成 变量 分 离 的 形式 





A о. 
然后 两 边 积 分 
| [25 = {f(x) ax, 
即 得 到 微分 方程 的 通 解 
例 S$-4 现在 我 们 来 解 例 5-1 关于 细菌 存在 量 的 微分 方程 
| ус). = kN(t). 


解 REAS RERE ` 
两 边 积 分 


InN = kt + lInC 
N = Ce". 
А l] T ЛИЛАВ 8. 若 问题 还 给 出 了 初始 条 件 : ZE: =, 时 ， 测 得 (1) = 4000 单 
位 ， 则 还 可 由 该 初始 条 件 确 定 微 分 方程 的 特 解 ， 将 NC) =4000 代入 以 上 通 解 之 中 ， 得 
4000 = Ce” 
BẸ 
С = 4000е -5 
于 是 得 到 方程 满足 该 初始 条 件 的 特 解 
| N(t) =4000e!G 0), 
015-5 求 微 分 方程 
(1 +y) dx + xydy = 0 
的 通 解 . 
解 ” 分 离 变 量 ， 可 化 原 方程 为 














1 +° x 
两 边 积分 
‚ y (у 
| - +7529 == | х 9% 
得 方程 的 通 解 为 


Jh +y) = — lnx + C.. 


有 时 为 了 把 方程 的 解 表达 得 更 为 简洁 ， 可 作 一 些 适 当 的 变换 ， 如 上 式 可 化 为 
In (1 +у?) +21пх =2С, 
Вр x (1 +?) = е? 
їс е : =C， 则 本 例 所 求 的 通 解 可 表达 为 
x (1+3?) = C. 
例 S-3 通过 自由 落体 运动 而 建立 起 来 的 式 (5-6) 虽 是 一 个 二 阶 微分 方程 ， 但 经 过 降 阶 


后 ， 我 们 可 以 把 式 (5-6) 化 为 可 分 离 变 量 的 微分 方程 来 解 ， 令 时 =*， 则 二 阶 微分 方程 


ЧЁ =g 便 化 为 一 阶 微分 方程 


de _ 
dt E 
其 分 离 变 量 的 形式 为 
dv = gdt , 
两 边 积 分 ， 得 
v(t) =gt +G,, ` 
Вр 
з + Су. 


上 式 再 经 过 分 离 变 量 ， 得 
ds = (gt +С) 4, 
两 边 再 积分 ， 得 


| s(t) = er + Сү: + C,. 
此 式 与 上 节 所 验证 的 解 式 (5-8,) 完全 一 致 . 
如 果 要 求 出 满足 初始 条 件 : 1 =0 时 v=0，s =0 的 特 解 ， 我 们 可 以 由 v(0) =0 中 得 


C, =0, 再 由 5(0) =0 中 得 C, =0， 于 是 可 获得 特 解 为 , i 


1 
s(t) = 28. 


二 、 一 阶 线性 微分 方程 
让 我 们 先 来 分 析 下 面 一 个 微分 方程 
у +P(x)y=Q(x). | (5-11) 
显然 ， 该 方程 仅 含 有 一 阶 导数 ， 而 且 未 知 函 数 y 以 及 它 的 导数 y' 都 是 一 次 帘 ， 我 们 称 这 类 
方程 为 一 阶 线性 微分 方程 (linear first-order differential equation). Р(х) ES HIPS y 的 
系数 ， 它 可 以 是 x 了 清 数 ， 也 可 以 是 一 个 常数 .8(x) 称 为 自由 项 ， 当 Q(x) =0 时 ， 此 方程 
变 为 
y' + Р(х)у =0. (5-12) 
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式 (5-12 ) 称 为 一 阶 线性 齐 次 (homogeneous ) 微分 方程 ， 当 Q(x) 关 0 时 式 (5-11) 称 为 一 阶 线 
性 非 齐 次 (inhomogeneous ) 微分 方程 . 

为 了 求解 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 . 我 们 首先 讨论 与 它 对 应 的 齐 次 方程 . 

方程 (5:12 ) 是 一 个 可 分 离 变量 的 微分 方程 ， 分 离 变量 后 ， 得 


QY р(х) ах, 
两 边 积 | 1 
[F =- [Pd 
⁄ lny = – | PCxz)dx + lnC 
y = Ce- [Рх Dd ` (5-13) 


(5-13) 就 是 一 阶 线性 齐 次 微分 方程 (5-12) 的 通 解 ， 其 中 C 是 任意 常数 

下 面 我 们 再 来 研究 非 齐 次 方程 (5-11) 的 解法 ， 我 们 很 自然 会 想到 仿照 上 面 的 方法 去 
解 ， 为 此 ， 把 方程 写成 ` | И 
ON 
yY y 


– Р(х) ах 
两 边 积 分 ， 得 
lny = [92а + T | PC) as. 


上 式 等 号 右边 的 第 一 个 积分 中 含有 未 知 函 数 y， 这 个 积分 还 不 能 计算 出 来 ， 但 是 我 们 知道 
у Ж x 的 函数 ， 因 此 @(*)《y 也 是 x 的 函数 ， 从 而 0(x)/y 的 积分 也 应 是 x 的 函数 ， 暂 记 


[а =w(z) ， 这 样 上 式 就 可 写成 


lny = u(x) 一 J Plx) ds. 


Ж | y = e”) „-|РО)&% | 
See = С(х), ЖН ' 
| = C(x)e POY, (5-14) 
这 里 C(x) 是 待定 的 函数 . ` 
现在 非 齐 次 方程 的 解 昌 然 还 没有 求 出 来 , 但 已 知道 了 解 的 形式 ， 将 式 (5-14 ) 与 式 
45-13) 相 比较 ， 可 以 看 出 : 在 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 (5-137 中 ，' 将 任意 常数 C 换 成 x 的 函 
数 C(%) ， 便 是 非 齐 次 方程 的 解 . 这 种 将 方程 通 解 中 的 任意 常数 变易 为 待定 函数 的 芳 法 叫 
做 常数 变易 法 (method of variation of constants). 这 个 Clx) 究竟 是 什么 呢 ? 现在 我 们 来 
确定 它 . 
对 式 (5-14) 两 边 同 时 求 导 ,得 
у! = C'(x)e POE + c(<)[e POE. 
=C (x) POE _ C(x) Px) ef 


JE y 及 y' 代 入 原来 的 非 齐 次 方程 ， 得 `. 
С'(хуеР®® _ С(хуР(х)уе” ju a P(x)GCCx) ef = = 000) 
tA f Схўе pre 96 S Qla) - 
从 而 有 CCx) = oz)ejpour 
所 以 C(x) = | (х) е" ах + C 











于 是 得 到 非 齐 次 方程 的 通 解 


-p(x 


= [f Q(x) Hd + Cj 
ЕП y = Ce Po + e Pot KOCKA (5-15) 


由 此 可 见 ， 非 齐 次 方程 的 通 解 由 两 项 组 成 ， 第 一 项 CPOE 是 对 应 齐 次 方程 的 通 解 ; 
第 二 项 ео" f Q (<) еа 是 原来 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 (在 通 解 中 令 C =0 便 得 到 这 
特 解 )， 今 后 求 非 齐 次 方程 的 通 解 时 ， 我 们 可 以 直接 应 用 上 述 通 解 公式 (5-15) ， 也 可 以 用 
推导 通 解 公式 这 样 的 过 程 逐步 求解 

015-6 求 微分 方程 


= sinr 


у' + ycosx = e ' 
的 通 解 . 
解 ” 这 里 P(x) =cosx, Q(x) =e“". 直接 应 用 公式 (5-15)， 有 


= Ce-jeosrdr 十 e7 [cosd J da 


Ep y = Ce™ + xe™™. 
@JS-7 求 微 分 方程 


的 通 解 . 
解 ” 这 里 P(x) = -一 ， Q(x) = 2. 
(1) 先 求 出 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 


y = Се? = cele = Се" 
即 其 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 


y = Сх; 
(2) Ж C HR x 的 函数 C(x) ， 得 到 非 齐 次 方程 的 通 解 形式 
y=C(x)x; 
(3) {у= С(х)х K y СО) СОКАК, 得 
C’ (x) = х; ` 


(4) 积分 上 式 ， 得 
C(x) = + С 


从 而 获得 原 非 齐 次 方程 的 通 解 





L y s+ 属于 7 Ла + 纺 ) 这 一 类 型 的 微分 方程 ， 试 将 它 化 为 可 分 离 变量 的 微分 方程 求解 


Ш 2. 形 如 y+P(x)y=Q(x)y (nz0.1) 的 方程 称 为 Bemoulli 方程 ， 作 变换 z= y “将 其 化 为 未 知 函数 是 z 的 
一 阶 线性 微分 方程 . 
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第 三 节 ”可 降 阶 的 二 阶 微分 方程 


二 阶 及 二 阶 以 上 的 微分 方程 称 为 高 阶 微分 方程 .本 闻 我 们 介绍 三 容易 降 阶 的 高 阶 微 
分 方程 的 求解 方法 
—. у" =f 型 的 微分 方程 

这 类 方程 的 右 端 仅 售 有 自 变量 x， 由 不 定 积 分 的 知识 可 知 ， 接 连 积 分 两 次 ， 便 可 得 到 
方程 的 通 解 . 

015-8 求 微分 方程 

| у" = е” 一 cosx 

的 通 解 . 

解 ” 对 所 给 方程 连续 积分 二 次 ， 得 


1 
y' =e” — sinx + C, , 


2 


y = + + cosx + C x + С,. 


这 就 是 所 求 的 通 解 . 
二 、y =}(х,у') 型 的 微分 方程 
方程 
y"=f(x,y') (5-16) 
的 右 端 不 显 含 未 知 函 数 y， 如 果 我 们 设 y' =р(х), ЯВА у" =ЧР=р', FE y” = f(x,y') RA 
p'=/(x,p). 
它 是 一 个 关于 变量 x. p 的 一 阶 微分 方程 ， 解 此 一 阶 微分 方程 ， 便 可 得 到 原 方程 的 通 解 
例 S-9 求 微分 方程 
(1 +x')y"”=2xy' 
0 二 1 








的 解 . 
解 ” 所 给 方程 属于 y”=f(x,yY’) 型， 设 y =р(х), у" =p (х). Ky =plx), у" = 
p'(x) 代 入 原 方 程 中 ， 有 | 





; 2 x 
BETE 

Вр 

ар _ 2х 
- | p і + x°? 
两 边 积 分 ， 得 ~ 

Inp =ln(1 +x°) +InC.. 

所 以 | p=y =G (1 -+x). 
由 初始 条 件 y | ,.,。=3， 得 С, =3， 所 以 

у’ =3(1 +>). 


120 











再 积分 ， 得 


y = x° +3х + C. 
:=0 =1， 得 C, =1， 于 是 所 求 的 特 解 为 


у= +3х +1. 





又 由 和 条件 


三 、y”=f(y,y') 型 的 微分 方程 
方程 
l y"=f(y,y') : (5-17) 
中 不 显 含 自 变 量 x， 为 了 求 出 它 的 解 ， 我 们 令 y =p(y) ， 则 p(y) 是 以 y 为 中 间 变 量 的 x 的 
复合 函数 ， 故 有 : 


T Ч 


TÆ, JERA 
с dp _ 


这 是 个 关于 y、P 的 一 阶 微分 方程 ， 设 它 的 通 解 为 
y =p=e(y,G,) ° 
分 离 变量 后 并 积分 ， 便 得 原 方 程 的 通 解 为 


_ dy __ 
Joe - + C2 
'2 ` 
例 5-10 RHIF y" = HA. 





y 


解 ”本 方程 右 端 不 显 含 *， 设 交 =p(y) ， 刚 ”= 于， 代入 方程 中 ， 得 


dp _ p` 
dy y 
如 果 р=0, RAAE р, Вр 

dP _ P 
y y 

分 离 变 量 ， 得 
| ар _ ау 
р У 

两 边 积 分 ， 得 

Іар = lny + lnC). 

所 以 р = Gy, 
tE Вр y' = Суу. 


对 上 和 式 分 离 变量 并 积分 ， 有 | 
lny = Cix +InC, , 
所 以 * у = С,е°?. 
如 果 p=0， 那 么 立即 可 得 f 
* y = С. 
综合 起 来 ， 原 方程 的 通 解 为 y = С.е" ( 令 С, = 0,48 у = C:,y=C 被 包含 在 解 y = Ce 人 
中 ). 
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第 四 市 ”二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 


形 如 
A(x)y”"”+B(x)y' + C(x)y =/(х) 
的 方程 称 为 二 阶 线性 微分 方程 second order linear differential equation ) ， 式 中 4(x) 50. 
当 f(x) =0 时 ， 这 个 方程 称 为 齐 次 的 ; 否则 称 为 非 齐 次 的 ， 方 程 左边 的 各 项 系数 4(x)、 
В(х) FU С(х) 39727 х В. 当 A(x)、B(x)、C(x) 均 为 常数 时 称 为 二 阶 常 系数 (constant 
coefficient ) 线性 微分 方程 ， 它 的 形式 是 
Ау" + Ву' + Cy = #( х). 
ЖФА. B. C 是 已 知 常数 ， 且 А50. ж АО MERKREDA 
3, Вр | 
Ау" + By' + Су =0. _ (5-18) 
下 面 ， 我 们 首先 建立 这 种 方程 解 的 结构 理论 . 
定理 5-1 Жу, (х) Яу, (х) 778 (5-18) 的 两 个 解 ， 则 
| у= Су (х) + Су, (х) 
也 是 微分 方程 (5-18 ) 的 解 ， 其 中 С,, С, 是 任意 常数 . 
证 只 要 代入 验证 就 可 以 了 . 对 | | . 


, у = Су + Су; 
Ж, 18 | 


у= Су + Суз, 
у" = Сур + Суз. 
将 它们 代入 方程 (5-18 ) 的 左边 ， 得 
| АСС,у + С,у;) +В(С,у\ + Суз) + C(G,y, + C,y; ) 
=G, (Ay! + By, + Су) + C, ( Ау; + By; + Cy, ) 
= C,0 + C,0 
= 0). 
这 表明 y = Суу, + С,у, 是 方程 (5-18 ) 的 解 ， 这 个 性 质 是 线性 齐 次 方程 所 特有 的 ， 称 为 迭 加 
原理 (principle of superposition). 
根据 定理 5-1， 从 一 个 二 阶 线性 齐 次 方程 的 两 个 特 解 y, (х) 和 y,(x) 出 发 ， 可 以 构造 出 
无 穷 多 个 新 的 解 : 
y = Суу, + С,у,. 
上 式 中 包含 了 两 个 任意 常数 ， 而 方程 又 是 二 阶 的 ， 那 么 它 是 否 就 是 通 解 呢 ? ж-е, 
还 要 看 看 这 两 个 任意 常数 是 否 互 相 独 立 ， 也 就 是 看 它们 能 否 合并 成 一 个 任意 常数 ， 这 一 点 
是 由 y,(x) 和 yy,(x) 的 关系 决定 的 . ; 
定理 5-2 у(х). у, (х) E Br#b КЕЗЕК (5-18) 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 ， 则 方 
#= ( S-18 ) 的 通 解 是 ‚ 
у(х) = Суу, (х) + Су, (x). 
其 中 С,, С, 是 两 个 任意 常数 . 
所 谓 线性 无 关 ， 是 指 不 存在 不 全 为 零 的 常数 后 Mk, WE ky (ax) +k,y,(x) =0， 即 











否则 ， 称 为 线性 相关 . 
如 果 y,(x) 和 y,(x) 是 线性 相关 的 ， 则 
AO) (Ж), 
y, (x) 
于 是 有 y, (x) = ky, (ж), 


у= Суу (х) + С,у, (x) = CG,ky, (x) + C,y, (x) = (Cik + CG,)y, (x) = C y, (x). 


其 中 Č = Ck+C;， 这 说 明 它 实际 上 只 含有 一 个 任意 常数 ， 因 而 它 不 是 二 阶 微 分 方程 
(5-18) 的 通 解 . | 
按照 定理 5-2 ， 求 出 方程 (5-18 ) 的 通 解 的 关键 是 先 要 求 出 它 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 . 
由 于 方程 (5-18) 具 有 线性 常 系数 的 特点 ， 而 指数 函数 的 导数 仍 为 指数 函数 ， 故 我 们 可 以 假 
设 方程 (5-18) 有 形 如 : | 
y = eà 
形式 的 解 . 考虑 选择 适当 的 和 值 ， 使 y =e* 满 足 方程 (5-18).， 为 此 ， 我 们 先 求 出 
у' = е^, у" = Xe ， 
将 它们 代入 方程 (5-18) 中 ， 得 
AA’e*” + ВАе* + Ce” =0, 


Вр е“ (АА? + ВА + С) =0. ñ 
由 于 e*“ 关 0， 所 以 有 


АА? + BA+C=0. (5-19) 
由 此 可 见 ， 若 入 是 二 次 代数 方程 (5-19 ) 的 一 个 根 ， 则 y =e* 必 是 微分 方程 (5-18) 的 一 个 特 
解 ， 因 此 ， 我 们 称 二 次 代数 方程 (5-19 ) 为 方程 (5-18 ) 的 特征 方程 (characteristic equa- 
боп), ， 式 (5-19) 的 根 称 为 式 (S-18 ) 的 特征 根 ( characteristic root). 
由 初等 代数 得 知 ， 方 程 (5-18 ) 的 两 个 特征 根 是 ' 


— B+ vB -4AC 
А, = А 3 
. -В- vB’ -4AC 
љад . 


根据 判别 式 В? -44C 的 符号 不 同 ， 可 分 下 面 三 种 情况 讨论 : 
(1) 3 В? — 4AC >0 时 ， 特 征 方程 (5-19)》 有 两 个 相 异 的 实数 根 A 和 А,, yí =e** 和 和 
у; =e** 则 是 方程 (5-18 ) 的 两 个 特 解 . 这 时 ， 因 为 


Yr = el Az) = Ar RE, 
У2 


Вр у, ЖП у, 线性 无 关 ， 于 是 方程 (5-18 ) 的 通 解 为 
y = Сүе*ї* + С,е*?. 
Ф] 5-11 求 方程 多 -4y' -5y=0 满足 初始 条 件 y(0) =1. y'(0) =2 的 特 解 . 
解 ” 因 特征 方程 为 
А-ДА -5 =0 
或 (A +1)(À -5) =O. 
于 是 ， 它 有 两 个 不 相等 的 实数 根 
A = -1, А, =5. 
所 以 所 求 方程 的 通 解 为 
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y = С,үе`* + С,е”. 


对 上 式 求 导 ， 得 


е 


у= — C,e* +5С„е”. 
将 初始 条 件 y(0) =1, у'(0) =2 代 入 以 上 二 式 ， 得 
1 = C, + C, 
А = - С, +56, 


解 此 方程 组 ， 得 
因此 所 求 的 特 解 为 


(2) 当 B -44C =0 时， 方程 (5-19) 有 两 个 相等 的 实 根 
B 
Л, = À; = БУЙ 
这 时 ， 根 据 特 征 方程 只 能 得 到 方程 (5-18 ) 的 一 个 特 解 


B, 
Yı =e 24 А 


为 了 求 得 (5-18) 的 通 解 ， 还 必须 找到 一 个 与 y, =e-#* 线 性 无 关 的 特 解 у. сан =и(х) # W 


数 ， 这 时 x(*) 是 一 个 待定 的 函数 ， 
Г ya =и(х)у, sulx)”, 
y; =u'(x)e“ +A u(x) er, 
у? = и" (х)е\* +2À u (x) ед! + А2и(х)е^". 
ya(%) 车 是 原 方 程 的 解 ， 应 有 
Ay; + Ву, + Cy, =0 
Вр 
А(и" +2A u’ + Атш)е*! + В(и' + Аз uye’ + Cue" = 0. 
因 e^" 0, ük 
Au” + (2AA, + В)и' + (Aà? + ВА, + С)и =0. 
XA А, 是 特征 方程 的 根 ， 所 以 
ААТ + ВА, + C =0; 
同时 ，B* -44C =0, A 是 重 根 ， 
А, = - Ёў 2АА, +B =0. 


于 是 得 
Аи” = 0. 
但 4 关 0， 因 此 


и"(х) =0. 
将 此 方程 积分 两 次 ， 得 


и(х) = Сух + С,. 


这 里 ，C, 和 (为 两 个 任意 常数 ， 由 于 我 们 只 需 取 一 个 不 等 于 常数 的 解 ， 不 妨 取 


и(х) =x, 


这 就 得 到 原 方程 的 另 一 个 特 解 











у; = xe" 
Н. y, 与 y, 线性 无 关 ， 从 而 得 到 原 方程 的 通 解 为 
у = Ce + Cxe". р 
例 5-12 REFE у – бу’ +9y =0 满足 初始 条 件 y(0) =0. y (0) =1 的 特 解 . 
解 ” 所 给 方程 的 特征 方程 为 


i 


А? —6AÀ +9 =0 


或 (À -3)° =0, 
故 А, = А, = 3, | } 
所 以 所 求 方程 的 通 解 为 


y = Ce” + С,хе?. 
对 上 了 式 求 导 ， 得 
y’ =ЗС, e + 3Cxe™ + Се”. 


由 初始 条 件 ， 得 、 
0 = C， 
=3C, +C, 
_ MIG ` 
С, =0, C, =] 
于 是 所 求 的 特 解 为 
y = xe”. 
(3) 24 B° -44C <0 时 ， 特 征 方 程 (5-19) 有 一 对 共 斩 复 数 根 
Aà, = _ В ri 4AC 一 В? =o +48, 
-В-ю4АС – В? 
А, = 4 > = x — В. _ _ 
此 得 方程 (5-18 ) 的 两 个 特 解 | | 2. 
y, = e+ у, = e= 一 加) , 
ш е} m HA. 
Уэ 


所 以 у, y 是 线性 无 关 的 ,于 是 方程 (5-18 ) 的 通 解 为 
y= Спе: | Себ, 
利用 欧 拉 公 式 | 
e” = cos6 + isin@. 

“ГӨ э эз 改写 成 以 下 形式 | 

y, melt = ей" = е (cosBx +isinBx) =e” cosBx + ie” sinBx, 

у, meP e% s её — er (cosBx 一 isinBx) = e“ cosBx — ie” sinBx. 
根据 二 阶 线性 齐 次 方程 解 的 结构 理论 定理 5-1， 可 知 (5-18) 的 两 个 解 分 别 乘 以 任意 常数 再 
相 加 所 得 的 和 仍 是 方程 (5-18 ) 的 解 ， 所 以 


~ 1 эх 
y! Со” +y,) =e cosßx, 


«|! 


2 = = - Уз) =e”sinBx， 
也 是 方程 (5-18 ) 的 解 ， 且 不 难看 出 7， 和 了 ，, 是 线性 无 关 的 ， 由 > 和 >,， 我 们 可 得 到 方程 
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(5-18) 的 实数 形 陈 的 通 解 


у = е%* (С, соѕ 3х + С,ѕірх). 
015-13 求 微 分 方程 y -4y' +5у=0 的 通 解 . . 
解 ” 特征 方程 为 
А? -4А +5 =0, 
它 的 两 个 根 А, =2 +i, А, =2 -i НН, РЕОН АЈ 
y = е” ( С,созх + С,ѕіпх). 

到 此 ， 我 们 已 经 完全 解决 了 求解 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 的 问题 ， 找 到 了 解 的 形 
却 并 弄 清 了 通 解 的 结构 ， 现 将 求解 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 (5-18 ) 的 过 程 简要 归纳 
HU TF: 

第 一 步 ， 写 出 微分 方程 (5-18 ) 的 特征 方程 (5-19 ) ; 

第 二 步 ， 求 出 特征 方程 (5-19 ) 的 两 个 根 A A A; ; 

第 三 步 ， 根 据 特征 方程 (5-19) 的 两 个 根 不 同情 况 ， 按 照 表 5-1 写 出 微分 方程 (5-18) 的 
通 解 ; 

第 四 步 ， 若 问题 是 要 求 出 满足 初始 条 件 的 特 解 ， 再 把 初始 条 件 代 入 通 解 之 中 ， 即 可 确 
ЕС. 和 C,， 从 而 获得 满足 初始 条 件 的 特 解 . 


r 


е 5-1 
特征 方程 4A* + BA + C =0 的 根 微分 方程 4y” + By' + Cy =0 的 通 解 
不 等 实 根 Д, = À> | у = Сүе^!* + С,е^2* 
相等 实 根 À] = À> y = C, e^!" + C, xet! 
ЖЭШ Л, =a +58, А, =a- B y =e% (С соз3х + C, sinBx) 










П RAB y, =3e"sin2x M y = -e'sinxcos 都 是 菜 二 阶 常 系 数 线性 齐 次 方程 的 解 ， 这 两 个 解 线性 无 美加? 
找到 另 一 个 解 Y3: 使 Yı 和 Уз 线性 无 关 ? 





第 五 节 ”微分 方程 在 医学 上 的 应 用 


随 着 整个 科学 技术 的 数学 化 ， 现 代 医 学 也 加 快 了 向 数学 化 发 展 的 速度 ， 普 遍地 、 有 效 
地 应 用 数学 方法 来 解决 医学 科研 中 的 问题 ， 提 示 其 中 的 数量 规律 性 ， 已 成 为 现代 医学 发 展 
的 潮流 .这 种 提示 医学 问题 中 各 变量 之 间 关 系 的 解析 式 ， 称 为 数学 模型 . 而 微分 方程 是 建 
立 数学 模型 时 应 用 得 最 为 广泛 的 工具 之 一 ， 这里， 我 们 仅 列举 几 个 简单 的 例子 ， 初 步 说 明 
现代 医学 定量 分 析 研 究 的 一 些 方 法 和 途径 . 


一 、 细 菌 的 繁殖 


在 例 5-1 中 曾 提 到 过 “理想 环境 ”中 的 细菌 增殖 模型 . 所谓“ 理想 环境 ”是 指 所 论 及 
的 系统 满足 以 下 的 三 个 条 件 : 中 除 系统 本 身 的 繁殖 以 外 ， 没 有 由 系统 外 向 系统 内 迁 和 人 和 由 
系统 内 向 系统 外 迁 出 等 情况 ; 加 系统 本 身 的 繁殖 不 受 空间 和 营养 供应 的 限制 OAR., E 
度 等 各 项 环境 因素 均 对 系统 适宜 ， 因 此 ,“ 理 想 环境 ”至 多 只 是 实验 室内 人 为 制造 的 环境 . 














自然 环境 中 的 空间 和 资源 总 是 有 限度 的 ， 实 际 上 生物 的 出 生 率 和 死亡 率 都 受 着 它们 所 处 的 
环境 的 影响 : 当 资 源 丰 富 、 生 存 条 件 较 好 时 ， 出 生 率 增加 ， 死 亡 率 减少 ; 当 该 生物 总 数 过 
多 ， 资 源 供 不 应 求 时 ， 出 生 率 减少 而 死亡 率 增 加 ， 现 假定 出 生 率 p 和 死亡 率 q 都 是 生物 总 
数 x 的 线性 函数 ， 即 

. p=a-bx, q =c + 8х, 

фа, b. а. B 都 是 正 数 ， 则 有 


S= (p - q)=. (5-20) 


注意 式 (5-20) 中 的 (p -4) 不 同 于 式 (5-1) 中 的 正比 例 常 数 ，(p -gq) 也 是 x 线性 函数 : 
p —q = (ag —bx) — (а +Bx) = (а-а) ~ (b +B)x =r—kx, 
其 中 , г= (а-а), k= (Ь +8). 
代入 式 (5-20)， 有 
dx 


q r 89) t (5-21) 
l dx . 
或 f ар DTTA (5-22) 
Җ (5-22) 中 的 二 学 称 之 为 相对 增殖 率 ， 它 表述 的 是 单位 时 间 内 单位 数量 的 生物 所 出 
现 的 增长 / 
例 5-14 ”检验 人 员 对 某 蓄 水 池 定 期 抽取 单位 容积 水 样 观 察 ， 测 得 该 水 池 中 大 肠 杆 菌 的 
相对 增殖 率 为 
1 dx 
РУ d: =r — kx 


式 中 г, БЕК, RAAK NE H AAF R НУ E 
É ”将 检验 人 员 测 得 的 关于 相对 增殖 率 的 关系 式 进行 变量 分 离 ， 得 
| 1 _ dx = dt | 
x (r—kx) ~ 





Вр 


两 边 积 分 ， 得 


Inx — In( r — kx) = rt +InC, 





x п | 
y Се". (5-23) 


设 初 次 取样 时 :=0， 测 得 x(0) =x。， 将 此 初始 值 代入 式 (5-23) ， 则 有 


于 是 式 (5-23 ) 化 为 








Я x 可 得 : 


x = — (5-24) 
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由 式 (5-24) 可知 ; 若 r> jxo， 则 w(t) 是 :的 单调 增 丽 сааса. 


人 
极限 值 . | | 


A (5-24) 称 为 自然 生长 方程 ， 即 logistice 方程 ， 它 对 
表达 自然 环境 中 生物 种 群 的 生长 繁殖 有 着 重要 意义 ， 式 
(5-24) 的 图 形 为 S 形 曲 线 ( 图 5-2) ， 称 为 logistic 曲线 . @ 5-2 
二 、 药 物 动 力学 模型 | 

药物 动力 学 是 一 门 研 究 药物 、 毒 物 及 其 代谢 物 在 机 体内 吸收 、 分 布 、 代 谢 和 排泄 过 程 
定量 规律 的 科学 . 这 里 仅 以 最 简单 的 一 室 模型 为 例 ， 说 明 微 分 方程 在 这 一 方面 的 应 用 . 

015-15 假定 药物 以 恒定 的 速率 及 进行 静脉 滴 注 ， 试 I 
求 体 内 药 量 随时 间 的 变化 规律 . 

解 ” 把 机 体 设 想 为 一 个 同 质 单元 ， 并 假定 药物 在 体内 K k 
按 一 级 速率 过 程 消除 ， 消 除 的 速率 常数 为 天 这 样 的 一 室 
模型 如 图 5-3 所 示 . 

设 静 脉 滴 注 i 时刻 体内 的 药 量 为 x*(1)， 则 有 以 下 数学 
РЧЫ, @ 5-3 


dx 
dt 





= k, — kx. (5-25) 


这 十 一 个 可 分 离 变 量 的 一 阶 微分 方程 ， 在 初始 条 件 :=0，x =0 下 ， 不 难 求 得 其 解 为 . 


ko -kt 
<= (1-7). (5-26) 


考察 式 (5-26) ， 可 知 体内 的 药 量 在 静脉 滴 注 后 随时 间 上 升 ， 经 过 相当 长 的 时 间 后 ， 体 
内 的 药 量 趋 于 一 个 稳定 水 平 ° 


limx(z) = (5-27) 


T: 

式 (5-27 ) 显示 : 静脉 滴 注 的 速率 愈 大 ， 最 后 体内 药 量 的 稳定 水 平 就 愈 高 . 
三 、 流 行 病 数学 模型 

这 里 只 列举 最 简单 的 一 类 流行 病 模型 一 一 无 移 除 的 流行 病 模 型 . 这 类 模型 假定 : 

(1) 感染 通过 一 个 团体 内 成 员 之 间 的 接触 而 传播 ， 感 染 者 不 因 死 疡 、 痉 愈 或 隔离 而 被 - 
RR; , 

(2) 团体 是 封 闲 性 的 ， 总 人 数 为 N. 开始 时 不 妨 只 有 一 个 感染 者 ; 

G) 团体 中 各 成 员 之 间接 触 机 会 均等 ， 因 此 易 感 者 转 为 感染 者 的 变化 率 与 当时 的 易 感 
人 数 和 感染 人 数 的 乘积 成 正比 . 

记 时 刻 : 的 易 感 人 数 为 S$， 感染 人 数 为 I， 根据 以 上 假设 即 可 建立 以 下 微分 方程 : 


= — 881. (5-28) 
其 中 5 +1= М, (5-29) 
' 1(0) =0. (5-30) 

将 式 (5-29) 代 入 式 (5-28) ， 得 | 
= -BS(N — S). (5-31) 





分 离 变 量 并 积分 ， 得 





dS _ __ 
SCN-S) ` |ва, 
Врх | 
1, 5 
1 - _ 5-32 
Nln Ns Ві + С. | ( ) 


根据 初始 条 件 (5-30) ， 可 得 
1 
= in( NV - 1), 


将 上 式 代 入 (5-32) ， 即 有 - 





S 
AlnA2 = -Bt + iin(N-1). . | N-1 
整理 后 得 : | 
ММ 1), _ 
= TN 1) + e" (5-33) 


式 (5-33) 描 述 了 易 感 人 数 随 时 间 变 化 的 动态 关系 ， 其 图 形 
如 图 5-4 所 示 . | 
从 式 (5-33) 或 图 5-4 中 可 以 看 出 : Mton, 58()-ә0, 从 0 





而 有 1(i) 一 N， 这 一 结果 巴 示 : 对 于 无 移 除 的 流行 病 最 终 将 导致 85-4 
团体 全 部 成 员 被 感染 . 





Ш ”放射 性 碘 2I 广泛 用 来 研究 甲状 腺 的 功能 ，” 工 的 瞬时 放射 速率 与 它 当 时 所 存在 的 量 成 正比 .已 知 1 的 初 
始 质量 为 Mo ，”I 的 半衰期 为 8 天 ( 即 :=8 时 ， M= M), 问 20 ж/а? ЖШ #/Ь? 


2 
2) ЯЙ 五 t 


1. 从 以 下 的 等 式 中 找 出 微分 方程 ,再 从 微分 方程 中 找 出 线性 微分 方程 、 常 系数 线性 
微分 方程 ， 并 标明 各 微分 方程 的 阶 数 


(1) у”-Зу'+2у=х; (2) у -3у +2 =х; ' , 

(3) у? -3у' +2 =0; (4) (у')? =2x +5; 

(5) ау = (2х +5) ах; (6) y” = sinx ; 

(7) ау = (2х + Зу — 5) ах; (8) у” = cos ysinx; 

(9) у" - (y')° +2у = х; (10) 3у” -2y’ +4у =0; 

(11) xy"”+2y”+x (у')* +у=0; (12) 2y” = 3у'.. 

2. 判断 下 列 函 数 是 否 是 已 给 微分 方程 的 解 ， 如 果 是 ， 指 出 是 通 解 还 是 特 解 
PR Ж 微分 方程 

(1) у= Сет y' +4ху = 0 

(2) у= 一 Se 2 y’ +4xy = 0 

(3) y =E (х + у) ах +dy=0 а 

(4) у= С,соѕох + C,sincox ЧУ лу =0 
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4 2 
= e* 一 一 一 2 — -3 — +— = 0 
(6) y=e ах“ ах? dx? dx 


3. 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 是 如 何 组 成 的 ? 如 和 何 推导 一 阶 线 性 非 齐 次 微分 方 
程 的 通 解 公 式 ? 


4. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 或 特 解 
(1) xy’ —ylny =0; 

(2) (1 +e*)yy' =e"; 

(3) у'—-ху'=а(у +y); 

(4) y'=10"°”; 

(5) zy'+y=x +3х +2; 

(6) y'+y=x; 

(7) у' =ушусозх у(97) =е; 


(8) зіпусоѕхау = cosysinxdx , y(0) = 4 


(9) ——d*-—dy=0, у(0) =1; 








1 +y l + х 
(10) ех = ах + зіп2уау, y| ,_, =; 
d 
(11) cos == + ysinx = 1 , yl... =0; 
dx = 


(12) (:+2)%®=3х +1, х(0) =0; 


(13) xy +1=4e ?", y( —2) =0; 
(14) xy'"+y-e =0, у(1) =3e; 


ау y sinx = 
(15) dx у^ у, YE) = 1. 
5. 求 下 列 二 阶 微分 方程 的 通 解 或 特 解 


(1) y”=x + sinx; 





2 ” — =; 
( ) y ] + x° 


(3) y'=l+(y')°; 
” 一 _ y. 
(4) y S 
у" + (y)? =1, 
(5) {У о =0, 





x= 


t 


y 
6. 求 下 列 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 的 通 解 或 特 解 
(1) 4y” -—20y' +25y =0; 
(2) 2y”+2y' +3y =0; 
(3) y"—y' —2y =0; 
(4) у" +4у' +4у=0, y(0) =1, у'(0) =1; 





х=0 一 1. 





(5) 


(6) 
(7) 


(8) 








pr f 1 РА 
у" –- 5у' +бу=0, у(0) => У (0) =1; 


у" +4у' =0, у(1) =l, у (1) = -4; 
Зу" -27y -8y =0, у(0) =1, у'(0) =2; 


2 
2 d£ 5а = 0, х | 
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Жа ”概率 论 基 础 


概率 论 是 研究 随机 现象 的 数量 规律 的 一 门 学 科 ， 在 自然 科学 、 社 会 科学 和 技术 科学 的 
所 有 领域 里 都 有 广泛 的 应 用 . 概率 论 的 基本 理论 和 方法 是 医学 统计 学 、, 卫 生 统 计 学 、 临 床 
流行 病 学 等 课程 的 基础 ， 是 医学 基础 研究 和 临床 实践 不 可 缺少 的 重要 工具 . 本 章 内 容 包 括 
关于 随机 事件 的 概率 和 随机 变量 的 分 布 等 基本 概念 和 方法 . 


第 一 下 随机 事件 及 概率 


一 、 随 机 试验 与 随机 事件 


在 临床 实践 中 经 常 可 以 观察 到 ， 由 于 个 体 差 异 ， 大 致 相同 的 条 件 或 环境 下 ， 不 同 的 病 
人 有 不 同 的 症状 或 表现 .在 2007 年 7 月 29 日 的 一 场 煤矿 事故 里 ，69 名 矿工 被 困 井 下 76 
小 时 后 全 部 获救 ， 有 的 矿工 获救 后 十 几 小 时 就 大 体 恢复 到 了 以 前 的 身心 状态 ， 而 另 有 几 位 
极度 衰弱 的 矿工 ， 住 院 好 多 天 ， 精 神 和 体力 仍然 不 能 恢复 正常 ， 实际 上 ， 在 并 下 被 困 时 ， 


他 们 的 危险 处 境 是 完全 一 样 的 . 


反 过 来 的 情形 也 可 以 观察 到 .一 个 轻微 腹泻 的 病人 ， 究 其 病因 ， 可 能 是 下 列 之 一 : 胃 
肠 道 感染 ; 消化 不 良 ; 理化 损伤 ; 食物 不 适 ; 睡觉 着 凉 ， 精神 紧张 等 等 . 

上 面 的 事例 ， 都 可 以 归纳 为 : 条 件 相同 ， 结 果 相 异 . 这 是 现实 世界 里 普遍 存在 的 
一 类 现象 ， 即 : 在 相同 条 件 下 对 其 进行 重复 观察 或 实验 ， 会 出 现 多 种 不 同 的 结果 ， 而 
且 ， 无 法 在 事前 预先 知晓 会 出 现 其 中 的 哪 一 种 结果 . 这 类 现象 就 称 为 随机 现象 (ran- 
dom phenomenon). - 

对 随机 现象 进行 观察 或 试验 统称 为 随机 试验 (random test) ， 简 称 试验 ， 随机 试验 的 
任何 结果 都 称 为 随机 事件 (random event) ， 简 称 事件 ， 常 用 4、B、C 等 符号 表示 ， 试 验 
中 ， 如 果 出 现 了 某 种 事件 4， 就 称 事件 4 发 生 了 . 例如， 以 4 表示 “一 个 人 的 血型 测定 为 
0 型 ”这 一 随机 事件 ， 如 果 某 个 志愿 献血 者 被 测定 是 O 型 ， 则 事件 4 ЖЕТ. 

在 试验 中 肯定 出 现 的 事件 称 为 必然 事件 certain event) ， 记 为 U; 在 试验 中 肯定 不 出 
现 的 事件 ， 称 为 不 可 能 事件 (impossible event) ， 记 为 Y， 必 然 事 件 和 不 可 能 事件 本 质 上 是 
确定 的 ， 因 此 可 以 认为 ， 确 定性 现象 是 随机 现象 的 特殊 情况 ， 就 如 常量 是 特殊 变量 一 样 . 


二 、 事 件 的 关系 与 运算 ' 


随机 试验 的 不 同 结果 之 间 存 在 有 一 定 的 联系 ， 因 此 需要 讨论 事件 之 间 的 关系 和 运算 . 

1. 包含 与 相等 

ж {ТА 发 生 必然 导致 事件 B 发 生 ， 则 称 事件 B 包含 (implication) 事 件 A 或 称 事件 А 含 
于 事件 B， 记 为 BDA, ACB. 例如 ，A = “考试 成 绩优 异 ' B= ‘AARE, M A CB. 

知事 件 4 包含 事件 B， 同 时 事件 B 也 包含 事件 4， 即 A3SB B B24， 则 称 事件 4 与 事 
Е В 相等 (equivalence of events) ， 记 为 A = В. (0, ic A = 两 次 的 点 数 之 和 
是 奇数 ，B = 恰 有 一 次 得 偶数 点 ， 则 A = В. 任何 事件 A， 总 是 有 VCACU. 

2. 事件 的 和 与 差 

事件 4 与 事件 B 至 少 有 一 个 发 生 ， 则 这 一 事件 称 为 事件 A 与 事件 B 的 和 (sum of 
events) ， 记 为 4+B， 例 如 ， 化 验 甲 、 乙 两 人 的 血样 是 否 含 某 种 病毒 ， 4= 甲 的 血样 阳性 ， 








B= 乙 的 血样 阳性 ，C =E S LEE U IHEE, E C =A + B = B +A. 
通常 个 事件 的 和 记 为 DA, RRA ‚А, A, 这 个 事件 至 少 有 一 个 发 生 . 


事件 4 发 生 而 事件 B 不 发 生 ， 这 一 事件 称 为 事件 4 与 事件 B 的 差 (difference) ， 记 为 
А-В. jan, A= “RER”, B= “考试 成 绩优 异 ”，' 则 当 考 试 结果 为 及 格 但 非 优异 
时 ， 事 件 4 - B 就 发 生 了 ， 如 果 BDA, MA: B= (B -4) +4， 对 于 任意 的 4、B， 总 有 
А+В=(В-А) +А= (А-В) +B. 

3. 事件 的 积 

车 事件 4 与 事件 B 同时 发 生 ， 则 这 一 事件 称 为 事件 4 与 事件 户 的 积 (product of e- 
vents) ， 记 为 48， 化 验 甲 、 乙 两 人 的 血样 4 =“ 甲 血样 为 阴性 ”，B =“ 乙 血样 为 阴性 ”， 
C= “混合 血样 为 阴性 ”， 则 有 C = АВ = BA. - . Е 


пора а |] 4 ， 表 示 A ‚А, „А, X n 个 事件 同时 发 生 . 


4. 互 不 相 容 关系 i | 
”车 事件 4 与 事件 B 不 可 能 同时 发 生 ， 即 48 = 了 ， 则 称 事件 4 与 事件 :B 互 不 相 容 (mutual- 
ly exclusive) sk ГЕ. 如果 4, 、4,、…、4, 中 任意 两 个 事件 都 是 互 不 相 容 的 ， ШЖК А, „А, …、4， 
两 两 互 不 相 容 。 例 如， 一 个 家 庭 有 两 个 孩子 ， 记 4, = 两 个 都 是 男孩 ，4, = ШЕНЕП. A, = 
姐姐 和 弟弟 ，A4, = 两 个 都 是 女孩 ， 显 然 4 、4, A А, 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 . 
5. 互 逆 关系 i 
知事 件 4 与 事件 В EBANA — ODRE, 即 同 时 满足 4 +B = 和 4B=7， 则 称 事件 4 
F В 2J EL 4 ( complementary events) 或 对 立 事件 ， 通 常 把 4 的 递 事件 记 为 4， 表示 “A 
不 发 生 ” 这 一 事件 ， 例 如 ， 对 学生 进行 考核 ， 以 事件 4 表示 及 格 ” ， 以 事件 B 表示 “不 
МАК”, ША, В 互 为 逆 事 件 ， 即 4=B 且 B=4. 
一 对 互 逆 的 事件 А 和 4， 把 随机 试验 的 全 部 结 声 果 分 成 互 不 重 释 的 两 类 ， 例 如 ， 男 和 
女 ， 是 和 非 ， 阳 性 和 阴性 ， 成 功 和 失败 ， к 在 语法 土 ， 一 个 陈述 前 加 上 “不 ”( 或 者 
“ЧЕ” ) 就 得 到 其 对 立 事件 . | `. 
可 以 验证 事件 的 运算 满足 如 下 关系 :. ` а 
(1) 交换 律 А+В=В+А, АВ = ВА 
(2) 结合 律 4+(B+C) = (А+В) +С, А(ВС) =(AB)C 
(3) 分 配 律 А(В +С) =АВ +Аб, (А + В)С=АС + ВС ` 
(4) А+В=А В, АВ-А +В, A-B=AB 
随机 事件 的 关系 和 运算 与 集合 的 关系 和 运算 是 完全 相似 的 ， 例如 对 任意 事件 A. B, 
总 有 : АСА +В, ВСА + В, ABCB, AUCA, AVC V 等 . 
通常 ， 把 一 次 试验 的 每 一 个 可 能 结果 称 为 基本 事件 (elementary event) 或 简单 事件 ， 
一 个 事件 是 否 称 为 基本 事件 取决 于 试验 目的 . 例如， 考试 结果 ， — J 0 分 至 100 分 中 的 每 
个 分 数 都 是 一 个 基本 事件 ; 在 内 需 知道 是 否 通过 了 考试 ， 则 只 有 及 格 和 不 及 格 这 两 个 基本 
事件 ， 进 行 一 次 试验 ， 全 部 基本 事件 中 必然 会 出 现 某 一 个 ， 因此 ， 由 所 有 基本 事件 所 组 成 
的 集合 作为 事件 就 是 必然 事件 ， 复 合 事件 是 其 子 集 ， 这 样 ， 便 可 参照 表 6- 1 将 事件 与 集合 
进行 对 比 来 加 以 理解 . 


: 表 6-1 >: | 
Dr 
符 ”号 概 ж 论 . Ж 合 E 
COC | 
| U 必然 事件 4 全 集 -> 
V ` 不 可 能 事件 i | 空 集 р 
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acu — 事件 4 | = UHF 


ACB А 发 生 必 导致 事件 8 发 生 ( 事 件 的 包含 ) 集合 A 是 B 的 子 集 
A=B. 事件 4 与 B 相等 (事件 的 相等 ) 集合 4 与 8 相等 
A+B 事件 4 与 B 至少 有 一 个 发 生 (事件 的 和 ) 集合 4 与 B 的 并 集 
AB 事件 4 与 8 同时 发 生 (事件 的 积 集合 4 55 B 的 交集 
А-В 事件 4 发 生 而 8 不 发 生 (事件 的 差 ) 集合 4 与 8 的 差 集 
АВ =V 事件 4 与 8 不 可 能 同时 发 生 ( 互 不 相 容 ) 集合 4 与 无 公共 元 索 


， A | 事件 4 不 发 生 (4 的 逆 事 件 ) 集合 4 的 补 集 


例 6-1 依次 检查 三 人 的 肝脏 功能 ， 记 4 = “BAER”, B= “第 二 人 正常 "，C = 
“第 三 人 正常 ”， 试 写 出 这 一 试验 的 全 部 基本 事件 以 及 下 列 事件 ，(1) 只 有 第 一 人 正常 ; 
(2) 只 有 一 人 正常 ; (3) 三 人 都 不 正常 ; (4) 至 少 有 一 人 正常 ; (5) 只 有 第 三 人 不 正常 . 

解 ”全 部 基本 事件 为 : АВС, АВС, АВС, ABC, AB C, АВС, АВС, АВС, WWA 
上 事件 可 分 别 表示 为 : | 

(1) АВС А-В-СзайА-(В=+С); 

(2) АВС+АВС+АВС; 

(3) АВ G; x | 

(4) AB C+AB C+A BC+AB C+A ВС +ABC +ABC SË A + B + G; 

(5) AB CHX AB – C 59. AB — ABC. 

016-2 设 4、B、C 是 三 个 事件 且 满 足 4+B+C=U, ША, B. C 表示 下 列 事件 ; 
(1)4 不 发 生 ; 只 有 4 发 生 ; 只 有 4 不 发 生 ; (2)4、B 同时 出 现 ; A. В 同时 不 出 现 ; А, 
B 不 同时 出 现 ; (3) 不 是 “只 有 4 发 生 ”; 不 是 “只 有 4 不 发 生 ”; (4)4 发 生 且 不 是 “只 
FARE”; (5)4 不 发 生 且 不 是 只 有 4 不 发 生 ; (6) 只 有 4 出 现 或 只 有 4 不 出 现 ; (7) (不 
是 “只 有 4 发生 ") 且 (不 是 “只 有 4 不 发 生 ”). 

解 A, B, CREER, 但是， 因为 4+B+C =U， 每 次 试验 ， 至 少 要 出 现 其 中 一 
个 .题目 里 提 到 的 “只 有 ”和 “不 ”是 针对 4、B、C 三 个 事件 而 言 的 ， 所 以 要 留意 “只 
有 ”和 “不 ”的 位 置 . 

(1) 4 不 发 生 =4; 只 有 4 发 生 =4BC; 只 有 4 不 发 生 =ABC; 

. (2) A. В 同时 出 现 =48B; А +В 同时 不 出 现 =4 В; А, В 不 同时 出 现 =48; 
| (3) 不 是 “只 有 4 发 生 ” =АВС=А+В+С=А+В+С; 
不 是 “只 有 有 4 不 发 生 ” =ABC=A+B+C=A +B +C; 

(4) 4 发 生 且 不 是 “只 有 4 发 生 ” =ААВС=А(А+В+С)=АА+АВ+АС=А(В+С); 

(5) A 不 发 生 且 不 是 只 有 4 不 发 生 =A.ABC =А(А +B +C) =A(B +C); 

(6) RA A 出 现 或 具有 4 ЖН = А В С+АВС; 

(7) (不 是 “只 有 4 发 生 ” ) 且 (不 是 “只 有 4 不 发 生 ”) = (A +B +C)(A +B +G) 

=A(B +C) +(ВС+В С) +А(В+С) =АВ+АС+ВС+ВС+АВ+А С. 


三 、 概 率 的 定义 - | 
”给 病人 服用 药物 后 ， 医 生 不 但 要 知道 病人 可 能 有 哪些 反应 ， 还 要 知道 每 种 反应 出 现 的 
可 能 性 大 小 . 


随机 试验 中 ， 事 件 4 发 生 的 可 能 性 的 大 小 定义 为 事件 4 的 概率 (the probability of 
event 4)， 记 为 РСА). 任何 事件 4，P(4) 都 是 0 至 1 间 的 实数 ， 若 事件 4 和 事件 В 相等 ， 


134 








则 P(4) = Р(В). 对 于 必然 事件 和 不 可 能 事件 ， 规 定 : PCU) =1 #l P(V) =0. 如 果 4CB 
则 Р(А) =S P(B). 因此 对 任何 事件 4， 总 有 
0=P(V)=P(A)=P(U) =1. 

这 里 的 定义 只 规定 了 概率 的 性 质 ， 没 有 给 出 确定 P(4) 的 方法 ， 在 长 期 的 实践 中 ， 人 
们 摸索 出 几 种 不 同 的 确定 概率 的 方式 : 其 中 一 种 方式 是 ， 在 重复 实验 中 通过 观察 来 统计 出 
事件 4 的 概率 ; 还 有 一 种 方式 是 ， 就 事件 4 发 生 所 需要 的 条 件 ， 通过 理论 分 析 来 计算 出 事 
件 4 иин. 不 同 的 方式 适用 于 不 同 的 场合 . 

. 概率 的 统计 定义 


m ea ичинин к сыш, ана RET нк, шкын 
为 事件 4 的 频率 (the frequency of A), A 
ЎСА) = 2706-1) 


对 任何 试验 ， 都 有 0 到 大 三 1, ACU) =1, ACV) =0. ПН, ЖАСВ, 必 有 f.(4) <, (В). 
定义 中 旋 (4) 带 有 下 标 叶 是 用 来 表示 频率 关 (4) 的 取 值 与 试验 次 数 m 有 关 ， 例 如 ， 掷 一 
个 均 色 的 硬币 ， 设 事件 4 = 得 到 正面 ， 则 当 m”=1 BF, .上 (4) 只 能 等 于 0 和 1; mn =2 时 ， 
(4) 可 以 等 于 0、1/2、1， 余 类 推 ， 但 在 一 次 具体 的 实验 里 /,(4) 等 于 多 少 只 能 在 实验 完 
成 后 才能 确定 . 
可见， 对 任何 随机 事件 4， 在 n 次 重复 试验 中 А 发 生 的 次 数 m НОЕ у, (А) 都 是 随机 
的 .不 过 人 们 发 现 ， 虽然 nn 很 小 时 , f,(4) 的 取 值 非常 任性 ， 而 且 起 伏 很 大 ; EN n A 


分 大 以 后 ， 频 率 就 开始 趋 于 稳定 . 下 面 这 些 例子 都 说 明了 频率 的 稳定 性 (the stability оғ. 


frequency). 
例 6-3 раз Уло BEKS BERETE RIE ， 结 果 如 表 6-2 所 示 ， 
表 6-2 . 
А & 者 投掷 次 数 (m) 出 现 正 面 次 数 (m) 频率 ( т/п) 
De Morgan 2046 1061 | 0. 5186 
Buffon 4040 2048 | 0. 5069 
Реагвоп 12000 6019 0.5016 _ 


Pearson 24000 12012 0.5005 ` 


由 于 投掷 硬币 试验 只 产生 “正面 ”和 “反面 ”两 种 结果 ， 因 此 ， 凡 Yes or No 一 类 的 
对 立 事件 的 概率 ， 都 能 够 用 据 币 试验 来 实证 ， 计 算 机 模拟 时 ， 更 是 简化 为 用 1 和 0 来 代替 
A # А. . 
例 6-4 人 类 的 男 婴 出 生 率 总 在 0.517 上 下 ， 各 种 族 各 地 区 之 间 并 无 实质 性 差异 ， 甚 
至 于 某 些 遗传 性 疾病 的 发 生 率 也 是 如 此 .人 类 遗传 学 家 G. Wealer 和 助手 花费 数 十 年 时 间 
追踪 了 18000 多 名 儿童 及 其 家 系 成 员 ， 于 1927 发 表 调查 结果 ， 在 9040 个 男性 中 ，725 A 
患 有 红 绿 色盲 ;在 9072 个 女性 中 ,40 人 患 有 红 绿 色 讶 .并 由 此 推断 ， 红 绿色 盲 是 X 染色 
体 隐 性 遗传 疾病 以 后 的 研究 表明 ， 男 性 患 红 绿 色盲 的 几率 是 女性 的 16 倍 ， 与 Wealer 的 
结果 是 吻合 的 . 
016-5 根据 Brillouin 在 1956 年 发 表 的 结果 ， 对 总 量 大 约 有 4 千 万 字母 的 英文 文字 材 
料 所 作 抽 样 统计 ， 英 文 26 个 字母 的 使 用 率 是 很 稳定 的 E. T. O. A 等 出 现 的 频率 远 远 
高 于 X、J、Q、2Z 等 . 实际 上 ,各 种 语言 ， 包 括 计算 机 语言 ， 都 有 类 似 规律 . 
可 见 ， 随 机 现象 固然 具有 偶然 性 ， 同 时 也 有 必然 性 .必然 性 表现 为 大 量 试验 中 ， 一 
随机 事件 的 频率 总 是 围绕 着 某 一 个 定 值 而 波动 ， 并 且 波 动 的 幅度 越 来 越 小 ， 随 机 现象 的 这 
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种 统计 规律 性 表明 随机 事件 的 概率 与 频率 有 密切 的 联系 . 


定义 6-2 设 在 同一 条 件 下 重复 进行 n 次 试验 ,事件 4 出 现 т К, ЖКК n 足够 


^ же аяшаж-ияш A e 


P(A) = (6-2) 
. 此 定义 为 概率 的 统计 定义 (the statistical definition of probability) ， 提 供 了 求 概 率 的 近 
似 方法 ， 即 当 试验 次 数 足够 大 时 ， 事 件 4 的 概率 近似 地 等 于 事件 4 的 频率 . 医学 统计 学 
( medical statistics ) 中 ， 所 谓 患 病 率 、 死 亡 率 、 治 愈 率 等 就 是 指 相应 的 频率 ,统计 例 数 相 
当 多 时 ， 也 可 理解 为 相应 的 概率 ， 并 用 频率 值 来 估计 相应 的 概率 值 . 
例 6-6 某 医院 用 一 种 新 药 治疗 老年 性 气管 炎 ， 疗效 见 表 6-3， 求 临床 治愈 率 . 


sS 6-3 
OO ЫЫ aa a 
мп) 3 

频率 (m/n) 0. 206 047 ` 0. 260 0.057 1. 00 


+ f 这 里 的 病例 数 403 可 认为 足够 大 ， 故 可 以 用 临床 治愈 频率 来 近似 表示 本 题 所 求 的 
概率 ， 即 P(4) = 2 =0.206， 当 然 ， 例 数 越 多 ， 这 个 近似 值 就 越 值得 信赖 . 


概率 的 统计 和 定义 仍然 具有 下 列 性 质 : 
(1) 对 任何 事件 4， 恒 有 0 到 天 (4) <1. 
(2) 必然 事件 的 概率 为 1， 即 P(U) =1; 不 可 能 事件 的 概率 为 零 ， 即 P(V) =0. 
(3) #ACB IJP(A)<=<P(B)6% q P( V) =Р(А) <= P( U). 
2. 古典 概 型 | 
例 6-7 — À IE 22 TE BE B ВР. 各 面 分 别 为 1、2、3、4、5、6 点 . 投掷 一 
次 іс: І 
4= 得 到 1 A, B = 得 到 偶数 点 ，C = 点 数 不 大 于 4 点 . 

由 于 所 有 结果 无 非 是 1 、 2、3、4、5、6 点 之 一 ， 且 得 到 1、2、3、4、5、6 点 之 一 的 
EERIK EARTE), 很 自然 地 可 以 断定 : Р(А) =1/6, P(B) =3⁄6 =1/2 以 
及 P(C) =4/6=2/3: ` - - 

早期 的 数学 家 们 注意 到 ， 相 当 多 的 随机 试验 都 具有 类 似 的 理想 化 特征 ; 


(1) 试验 的 所 有 可 能 结果 为 有 限 个 ， 记 为 妃 .Е,.--.Е,, H УЕ, = U( 完备 性 ) ; 
(2) AF E E, oo E, РЫ ЖАҢ, B 2; BF, EE, =T( 互 不 相 容 性 ) ; 
(3) AFE „Erne E, 发生 的 可 能 性 相等 ， 即 P(E,) = 一， k=1,2,…,n. (等 可 能 


PEJ. BE, WRK E, 中 有 m 个 包含 在 事件 4 里 ， 则 可 以 认为 ， 事件 4 的 概率 为 mn. 
”+ 具有 特征 (1,2,3) 的 基本 事件 5,5,,…,E, 称 为 等 概 基 本 事件 组 . 

定义 6-3 ` 设 E Eo E, 是 试验 的 等 概 基 本 事件 组 ， 其 中 事件 4 所 包含 的 基本 事件 
数 为 m， 则 事件 4 的 概率 为 


г. PC4) а н (6-3) 

这 个 定义 称 为 概率 的 古典 定义 (classical definition of probability), JPR HLHH. JA 
则 上 ， 上 古典 概 型 不 依赖 随机 试验 的 实际 操作 . 只 要 能 确定 随机 试验 的 等 概 基 本 事件 组 ， 并 
计算 其 总 数 ， 再 计算 出 所 求 事件 包含 的 基本 事件 个 数 ， 就 能 完成 概率 计算 .在 这 些 运 算 








中 ， 常 用 到 一 些 排列 组 合 公 式 ， 见 学 习 指 导 书 . 

例 6-8 带 活动 门 的 小 盒子 里 有 采 自 同一 集 的 20 只 工蜂 和 10 只 雄 蜂 ， 现 随机 地 放出 5 
只 做 实验 ， 求 其 中 有 3 只 工蜂 的 概率 . 

fg 设 4=“ 任 取 5 只 蜜蜂 有 3 只 是 工蜂 ”， 依 题 意 可 知 ， 基 本 事件 总 数 

п = C3 = 142506 , 
事件 4 所 包含 的 基本 事件 数 
т = СС = 51300, 

所 以 


把 这 个 例子 抽象 为 一 般 化 的 问题 是 : 从 a 只 工蜂 和 2 只 雄 蜂 中 不 放 回 地 取出 只 ， 甚 
中 有 只 工蜂 (nmin[ a,b], 0Osksn) 的 概率 为 : 
СЕС" 


п 


а+ 


ЁК Л. 49] Z % (hypergeometric distribution). 

0] 6-9 有 6 CRB, 2855571. 2. 3. 4. 5 和 6. 比赛 时 ， 它 们 越过 终点 的 顺序 ( 共 
6! 种 ) 是 等 可 能 的 . 记 4 =1 号 蕊 跑 在 前 三 位 ，B =2 号 马 跑 在 第 二 位 + P(A), P(B) 
Р(АВ). ` < 

解 已 知 6 匹 赛马 的 全 排列 共 m=61! 种 . 41 号 马 在 前 三 位 中 任意 占 一 位 之 后 ， 让 另 


5 匹 赛 马 在 剩 下 的 5 个 位 置 上 全 排列 ， 有 5! 种 不 同方 式 , 故 m4 =3x51; MJ PCA) =” = 





P (k) = (k=0,1,.…,n) (6-4) 





关于 = 二 类似 ,，P(B) =Œ- L, 至 于 事件 4B， 让 2 号 马 解决 2 号 位 ， 则 1 号 马 
只 有 1 号 位 和 3 号 位 两 种 选择 ， 于 是 ，P(4B) =e „#551 T. 


例 6-10 ”一 个 袋 中 装 有 外 形 完 全 相同 的 a 只 白 球 和 2 只 黑 球 ， 现 任意 地 把 这 些 球 从 袋 
中 一 个 一 个 地 全 部 摸 出 来 ， 问 第 二 个 是 黑 球 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 设 4= 第 2 个 球 是 黑 球 ， 假 设 这 a +b 个 球 编 了 号 码 因 而 能 相互 区 别 . 如 果 把 这 
a +5b 个 球 摸 出 来 依次 摆 成 一 排 , 不 同 的 摆 法 (对 应 于 不 同 的 摸 球 结果 ) 有 n= (a + b) 1 种 . 
现在 ， 首 先 从 5 个 黑 球 中 取出 一 个 放 在 第 二 个 位 置 ， 这 有 5 种 选 法 ; 其 次 ， 把 剩 下 的 
a+p-1l 个 球 随 意 地 挠 出 来 依次 摆 放 在 剩 下 的 w+2-1 个 位 置 上 ， 这 后 一 种 做 法 有 
(at+b-1)! 种 ， 则 共有 m=b(a+b5b-1)! 种 选取 方式 使 第 二 个 位 置 上 是 黑 球 ， 这 些 
都 是 事件 А 所 包含 的 ， 所 以 

如 果 记 4, = 第 个 是 黑 球 ,=1,2,…,a +b, |] P(A,) =b/(a+65) 对 所 用 都 成 
立 ， 由 此 知 抽样 结果 的 概率 与 抽样 顺序 无 关 . 

RDE ПЕ — HE, ， 抽 牌 和 摸 球 ， 也 是 数学 家 们 热衷 的 游戏 之 一 摸 球 模型 是 概率 论 
里 最 常用 的 攻关 利器 .在 生命 科学 里 ， 常 用 来 拟 合 基因 漂移 、 人 口 结构 、 传 染病 扩散 、 正 
常 细 胞 和 况 细 胞 的 竞争 等 问题 . 

例 6-11 一 个 袋 中 装 有 a НАЧЕКА b HEER, аго пп b >0. 另 一 个 大 盒子 中 装 有 非 
常 多 的 白 球 和 黑 球 ， 其 中 ， 白 球 和 黑 球 的 比例 分 别 为 q 和 p,， p+q=1. 现在， 每 次 从 从 中 
取出 一 个 畦 球 ， 然 后 从 大 盒子 中 随机 地 取出 一 个 球 ， 并 且 放 回 人 锥 中 . 重复 这 些 操作 ， 直 到 
竹中 无 黑 球 为 止 . 数 学 家 提出 问题 是 ， 平均 要 操作 和 多少 次 ， 袋 中 首次 无 黑 球 ? 
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已 知人 体 免 疫 系 统 的 工 细 胞 粗 分 为 CD4 和 CD8 两 种 ， 正 常人 的 CD4 和 CD8 之 比 约 为 
6:4. 近来 发 现 ， 虽 然 早 期 :AIDS 病人 的 T 细胞 总 量 和 正常 人 大 致 一 样 ， 但 是 CD4 和 CD8 
两 种 T 细胞 的 比例 却 在 不 断 下 降 ， 新 近 的 模型 假设 ， 人 体 免 疫 系 统 的 补偿 机 制 不 区 分 受 损 
Т 细胞 类 型 ， 固 定 地 按照 6: 4 的 比例 生成 CD4 和 CD8， 以 保持 CD4 和 CD8 的 比例 不 变 . 
但 是 ， 如 果 HIV 病毒 专门 攻击 CD4 细胞 ，6D4 细胞 就 会 越 来 越 少 ， 导 致 免疫 系统 的 崩溃 . 
从 感染 HIV 病毒 到 免疫 系统 失效 ， 平 均 要 多 少时 间 ? 这 个 问题 与 上 面 的 摸 球 模型 非常 类 
似 、 解 决 这 样 的 问题 ， 需 要 后 面 几 节 的 理论 和 方法 . 





(1) ACB; (2) A= В; (3) ADB; (4) AB=V; (5) A+B=U; (6) В=А. 
ЫБ 2. 若 4 和 8B 互 不 相 容 且 4 和 B ETEA, NjA 和 B 是 相互 对 立 的 吗 ? 


第 二 节 ”概率 的 基本 公式 


一 、 概 率 的 加 法 公式 ， 


定理 6-1 бА. В 为 任意 两 个 事件 ， 则 
- | P(A +B) =P(A) +P(B) -P(AB). ( 6-5 ) 
用 古典 概 型 来 加 以 说 明 : 设 等 概 基 本 事件 有 个 ，4 包含 m 个 基本 事件 ，B 包含 m, 
个 基本 事件 ，4 与 B 包含 的 相同 的 基本 事件 个 数 为 £， 即 AB 包含 的 基本 事件 个 数 为 天 ， 因 
ЖА + 巨 包含 的 基本 事件 个 数 应 为 m, +m, -大 个 ， 故 有 | 


т +m, -—k m, m, k 


Р(А +В) = -二 =P(4) +Р(В) -P(AB). 


mn r 
如 果 4、 互 互 不 相 容 ， 由 4B =V, m PCV) =0， 立 即 可 得 ; 

推论 1 车 4、B 为 互 不 相 容 的 两 个 事件 ， 则 | 

| Р(А +В) = Р(А) + Р(В) (6-6) 
一 般 地 ， 若 4 А, ,А„ 两 两 互 不 相 容 ， 则 | 


Р( > A,) =Р(А, +A, + +А,) =P(A,) +Р(А,) ++- +P(A,) = 5 Р(А,). (6-7) 


推论 2 对 任 一 事件 4， 有 ， 
P(A) =1-Р(А). ! (6-8) 
因为 4+4=U，A4=V， 所 以 ，P(4 +A) =P(U) =1， 由 推论 1, 48 P(A +A) = P(A) + 
P(4) ， 故 有 P(A) =1-P(A). 
推论 3 若 事 件 42B8， 则 
Р(А- В) =Р(А) - P(B). (6-9) 
ËJ ADB, ЖА= (А-В) +В, H=F(A- В) ува ЖАН, 根据 推论 1， 有 
Р(А) = Р(А- В) +Р(В), 
所 以 P(4 - В) = P(A) - P( By. 











例 6-12 EKER P, Ш О. А. В, АВ 型 的 各 占 46%. 31%, 15% 8%, J 
有 一 名 B 型 血 的 病人 需要 输血 ， 试 问 当 地 居民 可 给 他 输血 的 概率 是 多 少 ? 

解 根据 医学 常识 ， 只 有 0 型 或 B 型 的 人 方 可 给 B 型 的 病人 输血 ， 设 E,"= 被 检 者 是 
OI, E, = 被 检 者 是 B ДУ; 以 频率 代替 概率 , A PCE) =0.46, P(E,) =0.15, Н Е, 与 
E, 互 不 相 容 ， 而 “可 给 B 型 病人 输血 ”这 一 事件 是 E, 与 E, 的 事件 之 和 ， 由 推论 1， 所 求 
概率 为 : Г | 

P(E, +E,) = P( E,) + P( E,) =0. 46 +0. 15 =0. 61. 

例 6-13 ”一 批 小 白鼠 中 ， 有 30% 注 射 过 药物 A，25% 注 射 过 药物 卫 ， 两 种 药物 都 注射 
过 的 占 20%. 如果 从 中 任意 取出 1 上 只， 没有 注射 过 任何 一 一 种 药物 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 从 这 批 小 白鼠 中 任意 取出 1 只， ir 

А = 注射 过 药物 А, B = 注射 过 药物 В, 
则 已 知 条 件 是 | 
P(A) =0.3, P(B) =0.25, P(AB) =0.2， 
而 所 求 概率 为 P(4 B). AX: | 
Р(А +В) =Р(А) +Р(В) - Р(АВ) =0.3 +0. 25 -0.2=0.35 “A 
所 以 
P(A В) =1 -P(A + B) = 1 – 0.35 = 0. 65 

жт А, 、4,、… A, 不 是 两 两 互 不 相 容 ， 公 式 6-7 就 会 比较 复杂 , 例如 ， 

P(A+B+C) =Р(А) +P(B) +P(C) -P(AB) -P(AC) - P( BC) +Р(АВС). 


二 、 概 率 的 乘法 公式 
1. 条 件 概 率 | | 
例 6-14 ”假定 男 、 女 的 出 生 率 相同 ， 现 考察 有 两 个 孩子 的 家 庭 ， 依 大 小 顺序 两 个 孩子 


为 ( 男 , 男 )、( 男 , 女 ) 、( 女 , 男 ) 、( 女 , 女 ) 是 等 概 基本 事件 组 ， 记 = 至 少 有 一 个 女孩 ， 
В = 大 孩子 是 女孩 ， 根 据 古 典 概 型 ， 容 易 求 出 它们 的 概率 : 


寿 已 知事 件 4 发 生 ， 问 事件 B 发 生 的 概率 ， 因 有 这 一 附加 条 件 ， 现 在 所 有 可 能 的 基本 
事件 为 4 所 包含 的 ( 男 , 女 )、( 女 , 男 )、( 女 , 女 ) 这 3 个 ,其 中 有 两 个 也 包含 在 B tH, MB 
的 概率 就 为 2/3, ， 这 个 概率 记 为 


P(B | A) =. 
显 见 ，P(B) 天 P(B 14) ， 但 是 可 以 验证 : 
2 
P(B |A) -了 = 人 = 光合， 
4ÁÜ 
定义 6-4 对 事件 4 Ж B, Æ P(A) 0， 则 称 
P(B |А) = В) (6-10) ` 


为 在 事件 4 发 生 的 条 件 下 事件 B 发 生 的 条 件 概率 ( the conditional probability of B given А). 
916-15 《〈 续 例 6-13) ， 若 取 到 1 只 没有 注射 过 药物 В 的 小 白鼠 ， 它 也 没有 注射 过 药物 
А 的 可 能 性 有 多大? 
| -ız _P(AB) 0.65 
М РСА |B) = P(B) 1-0. 25 





= О. 867. 
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例 6-16 (ZH 6-9)， 设 已 知已 =2 号 马 跑 在 第 二 位 , s A = 1 号 马 跑 在 前 三 位 的 
概率 . 

解法 一 ”用 古典 概 型 ， 因 为 事件 8 已 经 发 生 ， 所 以 其 余 5 匹 马 可 能 的 排列 共 51 种 ， 
其 中 有 2 x4! 种 排列 保证 事件 4 ЖЕ, И Р(А |В) =2 х4! /51=2/5. 

解法 二 ”用 条 件 概 率 公式 . Р(А |В) =P(4B)/P(B) =(1/15)/(1/6) =6/15 =2/5. 


JAMA, P(B |A) =2/15. \ 
由 条 件 概率 定义 的 表达 式 ， 很 容易 推导 出 
Р(АВ) =P(A)P(B|A) =P(B)P(A |В). (6-11) 


这 就 是 概率 的 乘法 公式 .其 中 前 一 式 需 P(4) 关 0， 而 后 一 式 需 P( В) 0. 

可 以 验证 ， 条 件 概率 具有 无 条 件 概率 的 所 有 性 质 ， 例 如 : 

(1) P(A |В) 20; 

(2) Р(О |В) =1, Р(У |В) =0; 

(3) Р(А |В) =1-Р(А |В); 

(4) P(A, +A; |B) =Р(А, | B) +P(A, | В) -P(A,A, | В). 
特别 地 ， 当 B = U 时 ,条件 概率 就 化 为 无 条 件 概 率 了 . 

概率 的 乘法 公式 还 可 能 推广 到 有 限 多 个 事件 的 情况 ， 即 

Р(А,А,-А,) =Р(А,)Р(А, [А )Р(А, | АА,) ---Р(А, | A Ay A). (6-12) 

例 6-17 ЛА ЛОТ Е P(L) = 0.98. ANP i4 ri ДЫ РЕН р НЕ nl 
РСС) =0.15, MEETER P(L | С) = 0.96， 如 果 一 个 产妇 是 自然 产 ， 胎 儿 的 
存活 率 有 和 多大? 

## ”注意 到 P(LC) =P(L) - P(LC) =P(L) - P(C)P(L|C)， 所 求 概率 为 
P(LC) _ PIL) -Р(С)Р(Е |С) _0.98 —0. 15 x0. 96 


Р(С) 1-Р(С). 1 一 0. 15 


Ni 





P(L | С) = =0. 9835. 


例 6-18 茶 种 疾病 能 导致 心肌 受 损 害 ， 若 第 一 次 患 该 病 ， 则 心肌 受 损 害 的 概率 为 О. З, 
第 一 次 患 病 心肌 未 受 损害 而 第 二 次 再 患 该 病 时 ， 心 肌 受 损害 的 概率 为 0.6， 试 求 某 人 患 病 、 
两 次 心肌 未 受 损害 的 概率 . 
解 设 4 = 第 一 次 患 该 病 心 肌 受 损害 ，4, = 第 二 次 患 该 病 心 肌 受 损害 ， 由 题 设 可 知 ， 
P(A,) =0.3, P(A) =1 -P(A,) =0.7, 
P(A, |А,) =0.6, P(A, |А,) =1-Р(А, |A,) =0. 4. 
两 次 患 该 病 心 肌 未 受 损 害 的 概率 为 | 
P(A, А) = Р(А,)Р(А, |A,) =0.7 х0. 4 =0. 28. 
2. 事件 的 独立 性 
В] 6-19 ”观察 三 次 生产 其 中 有 几 个 男孩 ， 可 以 用 掷 币 三 次 其 中 有 几 个 正面 来 模 
#1. im: l | 
4= 人 至 少 有 两 个 正面 ，B = 有 正面 有 反面 ，C = 有 奇数 个 正面 ， 
如 果 硬 币 是 均匀 的 ， 按 古典 概 型 有 
P(A) =1⁄2, P(B) =3/4, P(C) =1⁄2. E 
BRE, ARER A 出 现 了 ， 有 多 大 的 可 能 ,事件 B 也 出 现 ? 有 多 大 的 可 能 ， 
事件 C 也 出 现 ? 不 难 计算 出 
Р(В|А) =3/4=Р(В) 和 P(C |A) =1/451/2 = Р(С). 
一 般 情 形 ， 一 个 事件 的 发 生 与 否 ， 是否 会 改变 另 一 事件 的 概率 ， 取 决 于 这 两 个 事件 间 


140 














是 否 存 在 有 某 种 相互 关联 性 . 这 是 随机 事件 特有 的 重要 性 质 . 

定义 6-5 设 4、B 是 随机 事件 ， 且 P(4) =0 Ж | ` 

P(B) =P(B | A) a 

则 称 事 件 B 独立 于 事件 4(B is independent of A). a 

事件 BIRTE A BF, Æ РОВ) zz0， 则 事件 4 亦 独立 于 事件 В, Вп $h Tz 'EEiCinde- 
pendence of events) 是 相互 的 ， FWE, Ж“ BISATA, ЩЩ ФЕ М B 对 于 A 的 独立 
性 知 

Р(АВ) =P(A)P(B |A) =P(B)P(A|B). 
两 边 同 除 以 P(B) =0 得 
P(AB) _P(A)P(B|A) P(A)P(B) Р(В)Р(А |B) 


—  ——O—V t; GC 
w 


P(B) P(B) P(B) P(B) 
右边 一 个 等 式 给 出 | б. ， 
P(A) =P(A |В). | з 
证 明 事 件 4 也 是 独立 于 事件 В 的 ， 因 而 4、B 相互 独立 . 同时 还 得 到 

P(AB) = Р(А)Р(В). 
反之 ， 由 这 一 等 式 及 乘法 公式 立即 可 推 知 4、B 相互 独立 ， 于 是 有 .« 
定理 6-2 事件 4 与 B 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 | | 
P(AB) =Р(А)Р(В). ' ` | (6-13) 
容易 看 出 ， 必 然 事件 U 和 不 可 能 事件 7 与 任何 一 个 事件 4 都 相互 独立 。 因 为 总 成 立 : 
P(UA) =P(A) =P(U)P(A) 和 P(VA) =P(V) = P(V)P(A). | 
BR, ШКЕ U 和 不 可 能 事件 了 也 是 相互 独立 的 ， 能够 证 明 ， 如 果 4 ЭВ ЯН НАЗИ, ШЇ 
A 5 B, 4 与 B 以 及 4 与 也 都 是 相互 独立 的 . ` 
16-20 ”如 果 幼 儿 在 学 语 前 就 失聪 ， 则 很 难 学 会 说 话 ， 故 有 “РЛЫ” 8, =< HJ 
失聪 与 失语 的 关系 . 那么 ， 辩 音 能 力 是 否 也 影响 辩 色 能 力 呢 ? 临床 积累 的 资料 见 表 6-4: 


表 6-4 
(А) ЧЕЖЕ (А) & H. 
@ (B) 0.0004 0. 0796 0. 0800 
ЗЕ (В) f 0. 0046 0.9154 0. 9200 
合计 0. 0050 0. 9950 1. 0000 
› ғ 


解 ” 两 者 是 否 相互 联系 可 由 事件 4 和 B 是 否 相 互 独立 来 判断 ”已 知 
P(A) =0.005, P(B) =0.08, P(AB) =0. 0004. 
由 于 P(4B) =0.0004 =P(4)P(B), 故 4 与 B 相互 独 立 ， 从 而 推断 两 种 状态 无 联系 . 

例 6-21 有 厂家 申请 抗 病毒 性 感冒 的 新 药 生产 许可 证 ， 据 申报 材料 称 ， 临 床 试验 阶段 有 
400 名 志愿 者 参与 实验 ， 其 中 160 个 服药 者 中 130 人 痊愈 ， 故 痊愈 率 高 达 0.813. 从 申报 材料 
还 可 看 到 ， 对 照 组 (未 服药 者 ) 的 240 人 中 也 有 190 人 痊愈 那么， 是 否 应 该 签发 生产 许可 ? 

解 ” 从 临床 试验 志愿 者 中 任意 选 出 一 人 ， 记 4 = 服药 ，B = x. 根据 申报 材料 ， 有 : 

总 痊愈 率 = P( B) =320/400 =0.8， 服 药 者 的 疙 愈 率 .= РОВ | A) =130/160 =0. 813. | 
.两 着 很 接近 ， 可 以 认为 4 与 互相 互 独立 ， 即 该 药 并 无 疗效 ， 实 际 上 。 Ж sQ) 
0.792. 所以， 应 该 拒签 生产 许可 证 . 

ят n 个 事件 4 А, 、 sA, 是 相互 独立 的 ， 则 诸 A, 必 两 两 相互 独立 

Р(А,А,) =P(A) P(A) ¿=j, 
并 且 必 成 立 : 
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. Р(А,А,---А,) = Р(А,)Р(А,) ·-:Р(А,). . (6-14) . 
但 反之 未 必 ( 反 例 见 学 习 指 导 书 ). AMA A, 两 两 相互 独立 或 等 式 6-14 成 立 ， 都 不 能 保证 
А-А-А, 是 相互 独立 的 . 因此 证 明 个 事件 4 .4,、…、4, 是 相互 独立 的 则 比较 困难 .在 
实践 中 往往 根据 实际 问题 的 背景 判断 其 相互 独立 性 ， 然 后 在 概率 计算 中 引用 公式 (6-14)， 

例 6-22- 假设 每 个 人 血清 中 含有 肝炎 病毒 的 概率 为 0.004， 现 混合 100 个 人 的 血清 ， 
求 此 混合 血清 中 含有 肝炎 病毒 的 概率 . 

f 记 4;= 第 ;i 个 人 的 血清 中 含有 肝炎 病毒 (if = 1,2,…,100) ， 可 以 认为 它们 是 相互 独 
立 的 .因此 4; (i = 1、2、…、\100) 也 是 相互 独立 的 , 且 P(A) =1 - P(A) = 1 ~ 0.004 = 
0.996, H. 

P(A, +А; +++ Aw) =1 -P (A, +A, +4) =1 = P(A, А-А) 
=1-А(А,)Р(А,)---Р(А ш) = 1 - 0. 996'% =0. 33. 

可 见 ， 尽 管 每 份 血清 含有 肝炎 病毒 的 可 能 性 很 小 ， 但 混合 血清 的 概率 却 很 大 ， 这 表 
明 ， 小 概率 事件 在 大 量 重复 试验 中 至 少 发 生 一 次 的 概率 ， 随 试验 次 数 的 增加 而 变 大 ， 在 医 
学 随机 试验 中 ， 这 种 放大 性 效应 是 很 普遍 的 现象 ,也 是 实际 工作 中 常 加 考虑 的 因素 . 

本 例 顺便 说 明 ， 如 果 个 事件 4, 、4,、… A, 是 相互 独立 的 ， 则 有 

| P(A, +A, +… +А,) =1 - Р(А,)Р(А,):--Р(А,). 


三 、 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 


昔 助 简单 事件 的 概率 来 推算 复杂 事件 的 概率 ， 是 概率 论 的 基本 方法 之 一 ， 实 现 化 难为 
易 的 关键 ， 是 要 把 复杂 事件 剖 分 为 两 两 互 不 相 容 的 事件 之 和 (图 6-1). 

1. 全 概率 公式 

定理 6-3 RHF A .4,、…、4, 两 两 互 不 相 容 ， 自 P(A,) > 


0(i=1,2,…,n)， Æ > 4 =U， 则 对 任 一 事件 B， 都 有 





| P(B) =Y P(A) PB | А,). (6-15) 
式 (6-13 ) 称 为 全 概率 公式 . | 
证 因为 . 图 6-1 事件 的 剖 分 
D=BU=B(A, +А, +°: +A,) =A,.B+A,B + --- +A, В, 
且 上 式 右 边 ”个 事件 是 互 不 相 容 的 (参看 图 6-1) ， 于 是 有 | I ` 
P(B) =P(A,B) +Р(А,В) ++ +P(A B) i i 
“Р(А,)Р(В|А,) +P(A,)P(B |A,) + +P(A,)P(B |A,) 


= Ð P(A) PCB | AD. 


以 上 的 事件 组 4 ‚А, ,--- ,А„ 称 为 完备 事件 组 ， 利 用 全 概率 公式 的 要 点 就 是 要 找 出 这 样 
一 个 完备 事件 组 ， 然 后 将 B 剂 分 给 4;,， 从 而 使 概率 计算 得 以 简化 . | 

016-23 ” 某 药 厂 用 从 甲 、 乙 、 丙 三 地 收购 而 来 的 药材 加 工 生 产 出 一 种 中 成 药 ， 三 地 的 
供 货 量 分 别 占 '40%、35% 和 25%， 且 用 这 三 地 的 药材 能 生产 出 优等 品 的 概率 分 别 为 0. 65, 
0.70 和 0. 85， 求 从 该 人 产品 中 任意 取出 一 件 成 品 是 优等 品 的 概率 . 

REO A 分 别 表示 抽 到 的 产品 的 原 材 来 自 甲 、 乙 、 丙 三 地 ，B = 抽 到 优等 品 ， 则 有 : ， 

P(A,) =0.4, P(A,) =0.35, Р(А,) =0.25; 
Р(В|А,) =0. 65, P(B|A,) =0.7, P(B |A,) =0. 85. 

由 全 概率 公式 (6-15 ) 得 : | 











Р(В)=Р(В|А,)Р(А,) +P(B.| A,)P(A,) +P(B |А,)Р(А,) 
=0. 65 x0: 4 +0. 7 x0. 35 +0. 85 х0. 25 =0. 7175. 
这 里 ， 产 地 4; 构成 完备 事件 组 ， 由 于 B 发 生 时 必 以 4; 之 一 为 先决 条 件 ， 因 而 总 是 可 
以 把 8 分解 到 А, 上 ， 而 每 一 个 РСВ | A.) P(4;) 都 已 经 由 已 知 条 件 给 出 . | 
HH Е Л ин, ЕАМ А ЕН Hb BJ 6 22 U? 这 实际 上 是 要 计算 
P(A, | B), BRR P(B) 已 知 且 不 为 零 ， 按 条 件 概率 公式 和 冬 法 公式 就 应 有 : 
Р(А,В) _P(ADP(B]A,) 0.26 


可 以 看 到 ， 只 要 两 两 互 不 相 容 的 事件 组 4 、4,、…、4， 的 和 包含 了 B， 则 定理 6-3 和 下 
面 定 理 6-4 仍然 成 立 . 
2. 贝 叶 斯 公式 
定理 6-4 GA A, A, 是 满足 定理 6-3 中 条 件 的 完备 事件 组 ， 且 P(B) 0， 则 在 事 
件 B 已 发 生 的 条 件 下 ,事件 4, 的 条 件 概 率 为 
Р(А,)Р(В |А,) 


> P(A) P(B |А,) 


式 (6-16) 就 是 贝 叶 斯 (Bayes) 20, ХК ИК. 
证 由 于 


P(A, |В) = (t=1,2,.…,n). (6-16) 


РСА, В) = Р(В)Р(А, | В) =Р(А,)Р(В|А,) 


Р(А,)Р(В |A) 
P(B) ` 


Р 


因此 И P(A; | B> = 


利用 全 概率 公式 ， 得 
Р(А,)Р(В |А,) | 
| > P(ADPC(B |а) | | 
例 6-24 ”在 某 一 季节 ， 一 般 人 和 群 中 ， 疾病 D, 的 发 病 率 为 2%， 病 人 中 40% 表 现 出 症状 S; 
疾病 D, 的 发 病 率 为 5%， 其 中 18% 表 现 出 症状 5; 疾病 D, 的 发 病 率 为 0.5%， 症 状 'S 在 病人 中 占 
60%; 问 任意 一 位 病人 有 症状 S 的 概率 有 和 多大? 病人 有 症状 S 时 患 疾病 D. 的 概率 有 多大? 
解 ” 这 个 课题 里 的 完备 事件 组 为 р. 、D,、D;， 由 已 给 数据 知 
P(D;) =0. 02,. P(D,) =0.05, P(D,) =0. 005, 
P(S|D,) =0.4, P(S | D,) =0.18, PCS | D.) =0. 6. 


P(A, | B) = 


由 全 概率 公式 


3 


P(S) = 2, P(D,)P(S | D.) =0. 02 х0. 4 +0. 05 x 0. 18 +0. 005 х0. 6 =0. 02. 
Z, 


m 


i 0. 05 x0.. 18 
0.02 


在 临床 诊断 中 ， 贝 叶 斯 方法 是 计算 机 自动 诊断 或 辅助 诊断 的 基本 工具 ， 设 有 n 种 疾病 
А, А, .4,， 称 为 疾病 群 ， 患 这 些 疾 病 可 能 有 的 m 种 症候 为 B. .8,、…、B, ， 称 为 症候 群 . 
如 果 在 逻辑 上 可 以 认为 4; 与 B, 构成 因果 关系 ,4 是 因 ，B ЖЕ, 那么 ， 贝 叶 斯 公式 中 的 
P(4;) 是 A, 作为 起 因 无 条 件 发 生 的 概率 ， 称 为 先 验 概率 (prior probability), M P(B | 4;) 
是 在 原因 А, 出 现 的 情况 下 B( 通 常 是 若干 个 B, 的 乘积 ) 作为 结果 的 条 件 概率 ， 于 是 P(A, | 


0. 005 x0.6 


Рр, |5) = = =0. 45, P(D, |$) =— 0o 70 15. 


143 





144 








В) 就 是 确实 出 现 了 该 症状 B 的 情况 下 推断 存在 病因 А, 的 概率 ， 称 为 后 验 概率 ( posterior 
probability). 公式 中 PGA.) 可 由 以 入 的 数据 统计 而 得 ，P(B 4) 可 由 让 车 所 的 医学 知识 以 
及 积累 的 临床 资料 来 确定 ， 由 此 求 得 P(4, |В) (i=1,2,…,n). 显然 ，P(4; |B) 中 较 大 者 
所 对 应 的 病因 4 ， 就 是 诊断 中 须 重 点 考虑 的 对 象 ERE, A 构成 完备 事件 组 ， 例 6-23 
的 分 析 过 程 如 下 表 所 示 . 

| 表 6-5 ”临床 诊断 的 贝 叶 斯 方法 流程 表 





疾病 群 D. D, D, Dy 概率 之 和 

先 验 概率 P( D.) 0.02 0. 05 0. 005 一 般 等 于 1. 00 

条 件 概 率 P(S | D.) | 0. 4 0. 18 0. 6 一 般 不 为 1. 00 
联合 概率 P(D,)P(S | D.) 0. 008 . 0. 009 0.003 P(S) =0. 02 
后 验 概率 P( D. | S) 0.4 0. 45 0. 15 一 定 等 于 1. 00 


在 习题 中 ， 完 备 事件 组 的 先 验 概率 之 和 都 为 1， 这 对 分 清 各 组 数字 的 概率 意义 很 有 用 
本 例 实际 上 还 缺 省 了 D, = 没有 疾病 , M| P(D,) =0.925 Н P(S | D,) =0， 从 而 P(D, | S) = 
0 容易 验 证 ， 补 充 了 D, 后 ， 表 中 第 一 行 之 和 正好 等 于 1. 

例 6-25 某 执业 医师 认为 : 如 果 有 80% 的 把 握 断定 病人 患 有 某 种 癌症 ， 就 要 建议 病人 做 
手术 ; 否则 就 应 该 建议 病人 另外 做 一 项 特别 的 检查 (这 项 检查 费用 昂贵 且 有 痛苦 ) 后 再 做 决 
хе. 对 于 这 种 癌症 患者 ， 其 检验 结果 总 是 阳性 ; 而 对 韭 癌 症 患 者 ， 其 检验 结果 总 是 阴性 ， 一 
次 应 诊 中 ， 该 执业 医师 只 有 60% 的 把 握 断 定 病人 J 患 有 这 种 癌症 ， 于 是 医师 让 病人 J 做 了 特 
别 检 查 并 且 结 果 是 阳性 .， 当 医 师 建 议 病 人 J 了 做 手术 时 .可 是 病人 J 马上 告诉 医师 : J 是 糖尿 
病 患者 ， 这 样 一 来 事情 就 复杂 了 ， 因 为 一 个 糖尿 病 患者 ， 即 使 没有 患 这 种 癌症 ， 这 项 检查 也 
有 30% 的 时 候 给 出 阳性 的 结果 .医师 该 怎么 办 ， 是 建议 做 更 多 检查 还 是 立即 手术 ? 

解 ” 该 执业 医师 面 对 的 问题 可 以 用 Bayes 分 析 来 解决 ， 设 4 = 病人 J 确 有 癌症 ; B= 病 
人 J 的 检验 结果 是 阳性 . 显然 ， 对 执业 医师 来 说 ，4 和 4 是 病因 ，B H B 是 症状 ”观察 到 
的 是 B 而 不 是 B. 


A-RA J RARE 4= 病 人 J 没 有 癌症 概率 之 和 
先 验 概率 l P(A) =0.6 P(A) =0.4 1. 00 
条 件 概率 P(B | АЎ =1.0 P(B |A) =0.3 . 
联合 概率 Р(АВ) =0.6 x1.0 =0. 6 Р(АВ) =0.4х0.3 =0.12 P(B) =0. 72 
后 验 概 率 ` РА |В) =0.6/0.72=5/06 P(A |В). =0.,12/0. 72 = 1⁄6 1. 00 


因为 Р(А | В) = 5/6 = 0. 833 > 0. 8， 按 执业 医师 的 经 验 ， 
建议 病人 J 了 立即 手术 . 

例 6-26 Тот 的 家 谱 (pedegree) 如 图 6-2 Ел. В 超 结 ç 
显示 ，Mary # E Yf —+532. EH РЫ НО УЯ ЁЗ IS ДЛ. ЖЕ ЯД 21 
(DMD) 而 天 折 ， 若 不 考虑 基因 突变 ， 则 知 Mary 的 外 小 Barba- 
ra 必 是 一 个 DMD 的 携带 者 (carrier). 这样 Магу 是 携带 者 的 
可 能 性 为 1M4， 从 而 ， 她 的 宝宝 患 DMD 的 风险 就 有 1⁄8. 

Mary 的 姐姐 Elle 有 儿子 Tom. 如果 Tom 是 DMD 患者 ， 
则 可 推断 ，Alice 必 是 携带 者 ， 从 而 ，Mary 的 宝宝 患 DMD 的 
风险 仍 为 1/8. BA, Tom 是 正常 的 ， 此 信息 可 能 改变 Mary 





是 携带 者 的 可 能 性 ，Tom 能 向 他 的 姨妈 Магу 说 明 她 的 未 来 宝 O x Ртовапа 
宝 的 风险 改变 为 多 少 吗 ? | 86-2 Тот 的 家 谱 图 











解 ” 此 为 遗传 咨询 常见 问题 ， 设 4 = Alice 是 DMD 的 携带 者 ，E = Elle 是 DMD 的 携带 
者 ，M = Мау 是 DMD 的 携带 者 ， 以 及 7 = Tom 是 正常 者 ， 若 不 计 基 因 突 变 ， 则 P(A) = 
Р(А) =1/2, 3f EL 


P(E) = Р(А)Р(Е |А) +P(A)P(E |А) = 二 :六 + 方 0 = 
P(E) =Р(А)Р(Е|А) + P(4)P( 互 14) = 二 .+ 1= T PCE) 
因此 ， " 
P(T) =P(E)P(T| E) +Р(Е)Р(Т|Е) =— ` +> 1 = 


LA Р(Т) = Р(А)Р(Т (А) +P(A)P(T |A) = 


TE, 


1. 
2 


`_Р(АТ) _P(A)P(T]A) 3/8 3. 
P(A | T) = рст С P(T) 7⁄8 7: 


根据 这 一 额外 信息 ，Mary Æ DMD 的 携带 者 的 概率 调整 为 


P(M|T)=P(M|AT)P(A|T) =+ ` 2 = 2. 


7 14 

那么 Магу 未 来 宝宝 的 风险 也 就 调整 为 3/28 = 0. 107143 = 1710， 接 近 临 床上 的 可 接受 
在 1975 年 ， 两 名 美国 学 者 ，Murphy 和 Chase， 把 上 面 遗 传 咨 询 的 分 析 过 程 归 结 为 例 
6-26 的 计算 表 形 式 ， 并 且 推 广 到 更 复杂 的 家 谱 图 ， 使 遗传 咨询 的 系谱 分 析 程 序 化 ， 其 他 例 
子 见 学 习 指 导 书 . 


、 独 立 重复 试验 和 伯 努 利 概 型 


随机 试验 中 ， 在 相同 条 件 下 重复 试验 ， 由 于 保持 了 试验 条 件 不 变 ， 各 次 试验 的 结果 是 
相互 独立 的 ， 也 就 是 每 次 试验 中 ， 同 一 事件 的 概率 保持 不 变 ， 则 这 样 的 一 系列 重复 试验 就 
称 为 独立 重复 试验 (independent repeated tests)， 例 如 ,测量 100 名 正常 新 生 儿 的 身长 与 
体重 ， 如 果 他 们 之 间 没 有 遗传 意义 上 的 亲缘 关系 ， 就 是 100 次 独立 重复 试验 ，100 名 学 生 
参加 期 末 考 试 ， 如 果 他 们 之 间 没 有 任何 形式 的 信息 交流 ， 也 是 100 次 独立 重复 试验 . 

对 于 独立 重复 试验 ， 如 果 每 次 试验 的 结果 只 有 4 与 4 两 个 ， 则 在 各 次 试验 中 P(A) =p 
和 P(A) =1 -P=9 都 保持 不 变 ， 第 ;次 试验 中 4 出 现 就 记 为 4,， 若 4 出 现 就 记 为 4 ， 那 么 
依 上 所 述 ， 对 任何 i 都 有 : 

Р(А,) =p #1 Р(А,) =1 -p=g, j=1,2,3,... 

于 是 在 许多 场合 中 有 意义 的 问题 是 ， 在 п 次 这 样 的 试验 中 4 发 生 了 多 少 次 ， 称 这 种 情 
形 为 п BASARRI (Bernoulli trial) ， 所 对 应 的 数学 模型 称 为 伯 努 利 概 型 ， 那 么 “n 重 伯 
. 努 利 试验 中 ,事件 4 正好 出 现 大 次 ”这 一 事件 ， 即 是 ; 

ААА A.A. + +A, А-АА. 

其 中 每 一 项 表示 : ТЕЗЕ k ҮКЪАШӘ ННН А, ТТЕ К n уо уна д. 这 

RHA С, 个 ， 而 且 两 两 互 不 相 容 ， 对 第 一 项 的 概率 ， 由 于 试验 的 独立 性 ， 有 
P(A AzA, A.A.) = Р(А )Р(А,) P(A) P(A, ) :P(A,) =р*д"^*. 

同 理 可 得 其 他 各 项 所 对 应 的 事件 的 概率 均 为 prg"*， 由 概率 的 加 法 公式 知 “n 重 伯 努 

利 试验 中 ， 事 件 4 正好 出 现下 次 ”这 一 事件 的 概率 为 
P (k) =Сї*їр'д®, k=0,1,2,...,n. 
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У. Н ЛА НуЛЕЯ ЫП, 


> P,(k) => Cip'q'"t = (p +q)" = 
k= 0 k=0 


于 是 有 如 下 定理 ， f _ 
定理 6-5 n 重 伯 努 利 试 验 中 ， 事件 4 Hi k KRA ` | 
/ P (k) = Сір‘ *, К=0,1,2,‚—‚п. (6-17) 
并 且 


>>, (А) =1. ` | (6- 18) 


例 6-27 人 们 知道 ， 性 别 与 出 生 顺 序 (birth order) 无 关 ， 遗传 病 也 与 出 生 序 无 关 .， 因 
此 连续 的 生育 就 是 伯 努 利 试验 ， 父 母 都 是 某 种 隐 性 遗传 病 的 杂 合 型 时 ， 子 女 众 患 该 遗传 病 
的 概率 为 1/4， 一 对 这 样 的 夫妇 生 三 个 孩子 有 两 个 以 上 上 患 病 的 概率 有 多 大 ? 
解 ” 记 4 表示 这 一 事件 ，P;() 表示 生 3 个 孩子 有 不 个 患 病 的 概率 , k=1, 2, 3, Mi 
P(A) = P,(2) +Р,(3) =3(1⁄4)2(3⁄4) + (1/4)? =0. 15625. | 
实际 上 “连续 的 生育 ” 的 子女 不 是 非 指 同胞 兄妹 不 可 ， 也 指 一 般 情 形 ， 例 如 若干 对 这 
样 的 夫妇 共有 10 个 孩子 ， 则 其 中 患 病 的 子女 有 2. 个 或 3 个 的 概率 为 : 
р=Рь(2) +P. (3) =C 00.25)2(0.75)8 + С, (0. 25)? (0. 75)' =0. 5318. 
例 6-28 ”有 一 大 批 药 片 ， 已 知 其 潮解 率 为 20%， 求 抽检 10 片 中 有 2 片 潮解 的 概率 . 
BE 设 4 表 示 “ 抽 检 的 药片 潮解 ”， 由 于 是 一 大 批 药片 , “抽检 10 片 有 2 片 潮解 ” 便 
可 以 看 成 是 10 次 独立 试验 ， | | 
Рь(2) = Cop g 
其 中 p=P(4) =0.2, д=1 -р =0.8, ЖЕТА A 
Р (2) = С, (0. 2)? х (0. 8)° = 0. 302. | ~ 
须 注 意 ， 若是 从 数量 不 大 (例如 30 片 ) 的 药片 中 不 放 回 地 抽检 10 片 ， 就 不 能 看 成 是 10 
次 独立 试验 ， 因 为 每 次 抽样 时 的 基本 条 件 都 在 发 生 较 大 变化 ， 故 不 适用 伯 努 利 概 型 ， 而 要 
用 古典 概 型 来 求解 (参考 前 面 例 6-8 , 例 6-10)， 至 于 有 放 回 地 抽样 ， 由 于 各 次 抽样 都 是 独 
立 的 ， 六 而 总 是 适用 伯 努 利 概 型 . - 





m 1 没 P(A)P(B) >0， 下 列 ; 人 断 中 哪些 是 .正确 的 ? 
(1) 若 4 B EBA 和 有 相互 独立 
(2) ЖАЯ B 相互 对 立 则 4 和 8B 相互 独立 ; 
(3) 车 4 和 B 相互 独立 则 4 和 8B 互 不 相 容 ; 
. (4) 若 4 和 8B 相 互 独立 则 4 ЖП В 相互 对 立 . 
Ш 2. 设 P(B) >0, 事件 4 和 8B 满足 什么 关系 时 ， 下 列 等 式 成 立 ? 


P(A) 
Р( В) 


l 3. 某 公 司 三 名 求职 者 竞聘 同一 个 职位 ， 他 们 中 有 一 人 已 被 随机 选中 ， 而 另外 两 人 将 不 得 不 离开 公司 ， 公 榜 
前 ， 求 职 者 A 问 公司 人 事 经 理 ; B 和 C 中 谁 会 落选 ? 人 事 经 理 拒绝 道 : “我 如 果 告 诉 你 ， 那 么 你 被 公司 
聘任 的 机 会 就 从 1⁄3 AE 1/2”. 人 事 经 理 的 话 有 道理 吗 ? 

ш 4. 证 明 或 举 反例 : 

(1) P(B |А) sP[(B)=P(A |В) «<Р(4); P(B |A) <P(B) SP(B |А) >P(B) ; 


(1) P(A |В) =0 (2) P(A |B) = (3) Р(А |В) =1 





(2) #P(B А) <Р(В) А P(C |В) <Р(С) SP(C |А) <Р( С}. 








第 三 节 ”随机 变量 及 其 概率 分 布 


一 、 随 机 变量 及 其 分 布 函数 


1. 随机 变量 的 概念 

许多 随 袖 试验 的 结果 表现 为 数量 ,例如 : 抽查 100 件 产品 发 现 的 次 品 数 &， 其 可 取 值 
为 0.1.2、….、100; 某 地 区 在 流行 病 高 峰 期 被 感染 而 患 病 的 人 数 &， 可 以 为 0、1、2、…; 测量 
某 物 体 长 度 所 产生 的 误差 上 ， 随 测量 结果 的 不 同 而 取 不 同 的 实数 ， 由 于 这 些 数量 都 受到 种 
种 价 然 因素 的 影响 而 随机 地 取 值 ， 就 把 这 种 变量 称 为 随机 变量 (random variable) ， 常 用 
希腊 字母 .nn、… 或 拉丁 字母 廊 、Y、Z 等 来 表示 . 

有 些 试验 结果 初 看 起 来 与 数值 无 关 ， 例 如 ， 用 某 种 药物 对 病人 进行 治疗 ， 试 验 结果 通 
常 归结 为 “有 效 ” 与 “无 效 "” ， 它 们 并 非 数 量 ， 但 是 ， 如 果 引 入 一 个 随机 变量 上 二， 以 去 =0 
表示 治疗 无 效 , £ = 1 表示 治疗 有 效 ， 于 是 试验 的 结果 就 是 数量 ， 此 时 , 二 表示 治疗 一 位 病 
人 ， 其 中 治愈 的 人 数 . 

由 此 ， 任 何 一 个 随机 事件 都 可 以 用 随机 变量 的 不 同 取 值 来 表示 . 例如, “抽查 100 件 
产品 中 有 2 件 次 品 ” 对 应 (上 E =2);“ 被 感染 的 病人 数 超过 了 70 人 ”对 应 (上 >70); “测量 
误差 在 [ea ,0 范围 内 ”对 应 (as 上 <D) ， 等 等 ， 反之， 任意 一 个 随机 变量 上 ， 它 取 特 定 值 或 
处 于 某 特定 范围 里 ， 都 是 随机 事件 ， 因 而 都 有 概率 ， 例 如 ， 对 病人 进行 治疗 ， 治 愈 率 为 p， 
£ 表示 治疗 一 位 病人 ， 其 中 治愈 的 人 数 ， 则 有 P(E =1) =p 和 P(E=0) =1 -p=g， 由 此 看 
到 ， 在 随机 试验 中 ， 随 机 变量 通过 随机 事件 与 概率 联系 起 来 了 . 

2. 概率 分 布 函数 

概率 论 的 核心 问题 之 一 是 ， 随 机 变量 上 怎样 在 整体 上 以 统一 的 数学 形式 ， 把 自己 的 取 
值 状 态 与 概率 相对 应 起 来 ， 对 一 切实 数 x*， 事 件 t<x 的 概率 是 否 有 一 致 的 表达 ? 

定义 6-6 设 上 为 一 随机 变量 ， 对 任意 的 xe(-o ,+o)， 令 

F(x) = P( £ =<x) (6-19) 
ER F(x) 为 随机 变量 & НЈУ САЎ distribution function). 

在 (6-19) 式 中 ， 左 端 表 明 分 布 函 数 РО) 在 代数 形式 上 是 任意 实数 的 函数 ， 而 右 端 
则 表明 了 分 布 函数 F(x) 的 实际 概率 含义 ， 分 布 函 数 F(x) 有 如 下 性 质 : 

(1) F(x%) 是 单调 不 降 的 非 负 函数 ， 即 车 x <x,, MU F(x) SFC); 

(2) O<F(x)<1, E F( – о) = lim F(x) =0, F(+%)= lim F(x) =1; 

(3) F(x) 是 右 连 续 的 ， 即 limF(x) = К(х,). | 


.依据 分 布 函数 ， 就 能 方便 地 求解 随机 变量 & 取 不 同 值 或 不 同 范围 值 的 概率 .例如 
Pl(a<é<b) = Р(ё=Ь) –- P(£=a) = Е(Ь) – Е(а) 
P(£>b) =1-Р(ё%Ь) =1 - F(b) 
P(£ <b) =F(b -0) 
P(£ =b) = Е(Ь) –- F(b —0) 

这 几 种 形式 的 概率 计算 都 只 用 到 分 布 函数 的 一 个 或 两 个 不 同 值 ， 可 见 ， 如 果 随 机 变量 
的 分 布 函 数 是 已 知 的 ， 则 概率 的 计算 得 以 简化 并 归结 为 函数 的 运算 或 是 查 表 运 算 . 

随机 变量 的 取 值 情况 很 不 相同 . 有 的 只 取 有 限 或 可 列 无 限 个 数值 ， 这 类 随机 变量 称 为 
离散 型 随机 变量 ; 另 一 类 随机 变量 则 可 取 某 一 区 间 上 的 任意 实数 ， 称 之 为 非 离散 型 随机 变 
量 ， 在 非 离散 型 随机 变量 中 ， 主 要 讨论 称 为 连续 型 的 随机 变量 . 
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二 、 离 散 型 随机 变量 及 其 分 布 列 . 


1， 离 散 型 随机 变量 的 分 布 列 和 分 布 函 数 
定义 6-7 若 随 机 变量 & 所 能 取 的 值 是 x, ww, 、… Xi""*， 并 以 概率 p, RIEA х, Вр 
Р(&=х,) =P, k=1,2,.: (6-20) 
Л £ 为 离散 型 随机 变量 (discrete random variable) ， 式 (6-19 ) 为 & 的 概率 分 布 ( probability 
distribution). 者 二 的 概率 分 布 用 下 表 形 式 给 出 ， 则 称 此 表 为 分 布 列 (law of probability). 


£ x) х) О. x, ， ө 
Р Рі P2 ... Pr e 


分 布 列 中 p, 满足 下 面 两 个 关系 式 : 
p, =0, k=1,2::: 


> p, = 1. 
对 于 离散 型 随机 变量 ， 其 分 布 函 数 为 
Кох) =Р(ё<х) = > Р(ё<х,) = Ур, ‚ ` (6-21) 


xL =< x хрх 


其 中 求 和 是 对 所 有 满足 不 等 式 x, А 的 指标 天 进行 的 ， 这 时 f(x) 是 一 个 阶梯 函数 ， 它 在 每 
个 处 有 一 跳跃 度 p. , 由 下 (x) 也 可 唯一 决定 x, 及 p,， 因此 用 分 布 列 或 分 布 函数 都 能 描述 
离散 型 随机 变量 . 

例 6-29 有 不 严重 的 腹泻 时 可 服用 盐酸 黄连 素来 止 泻 ， 首 剂 有 效率 为 0.6; FE 
效 就 再 用 一 剂 ， 有 效率 为 0. 8; 如 果 还 无 效 ， 可 再 用 第 三 剂 ， 有 效率 为 0.9. 如 果 还 
无 效 ， 医 生 会 另 择 其 他 药 或 采取 其 他 措施 . H: é = 服用 该 药 的 次 数 ， 试 写 出 < 的 分 布 
列 和 分 布 函 数 . ; 

ЯФ ША, 表示 第 i 次 给 药 收效 ， ¿=1, 2. 已 知 
P(A,) =0.6, P(A,) =0.4, P(A, |4,) =0.8, P(A, |4,) =0.2 
则 : | 
Р(&=1) =P(A,) =0.6, 
Р(#=2) =Р(А,А,) = Р(А,)Р(А, |A,) =0.4 x0. 8 =0. 32, 
P(£=3) =P(4 A,) = Р(А,)Р(А, |А) =0.4 x0. 2 =0. 08. 
FÆ E 的 分 布 列 为 


根据 式 (6-20) 逐 段 求 & 的 分 布 函数 . 
当 x<1 Ft, F(x) =Р(ё&<х) =0 00 | —— 
当 1<x<2 时 , F(x) =P(£=x) =P(£ =1) =0.6 | 一 
4 2x <3 RF, F(x) =Р(4%<х) = Р(ё=1) +Р(2= 06 
2) =0.6 +0. 32 =0. 92 
>4 3 =<x Н], F(x) = P( £=<x) = Р(2=1) +P(£ =2) 
+P(£=3) =0.6 +0. 32 +0.08 =1 
于 是 分 布 函 数 如 下 , 分 布 函 数 的 几何 表示 参见 图 6-3. 图 6-3 ”离散 型 分 布 溯 数 





| 
| 
| 
О 1 2 3 
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О, хх < 1; 
0.6, 1=x<2; 


Fle) 40.92， 2=<x<3; 
1, 3 = x. 
TALE RRE НОА СЦЕ ЗЕЕ, 常见 的 有 两 点 分 布 ， 二 项 分 布 ， 几 何 分 布 
以 及 泊 松 分 布 . 
2. 两 点 分 布 


定义 6-8 ”如果 随机 变量 的 分 布 列 如 下 表 ， 则 称 & 服从 以 p 为 参数 的 两 点 分 布 (two 


points distribution ) . 
0 1 


P l-p | р 





任何 一 个 只 有 两 种 可 能 结果 的 随机 现象 都 可 以 用 服从 两 点 分 布 的 随机 变量 来 描述 ， 例 
如 产品 的 合格 与 不 合格 ,治疗 疾病 的 有 效 与 无 效 ， 化 验 结果 是 阳性 与 阴性 ， 一 次 实验 成 功 
与 否 ， 婴 儿 的 性 别 ， 对 一 个 问题 的 回答 是 Yes 与 No， 等 等 .两 点 分 布 也 可 如 下 表示 


P(£=1) =p, P(£=0) =1 -p =q. (6-22) 
з. 二 项 分 布 ` | 
定义 6-9 如果 随机 变量 上 的 概率 分 布 为 
P(£=k) = Ср‘, =0,12, mm (0 <р<1,6=1 -р). (6-23) 


ДРК £ 服从 参数 为 n，p. 的 二 项 分 布 (binomial distribution), i% £ ~ В(п,р). 
显然 ，n =1 时 的 二 项 分 布 就 是 两 点 分 布 ， 反 之 ,在 nn 重 伯 努 利 试验 中 ， 如 果 事 件 4 
在 每 一 次 试验 中 发 生 的 概率 都 是 P， 定 义 
_ [1,， 第 i 次 试验 事件 4 发 生 ; 
E= 1, 第 i 次 试验 事件 4 不 发 生 . 
则 P(E;=1) =p, Р(&,=0) =1-р=ф (i=1,2,*n,)， 即 服从 相同 的 两 点 分 布 ， 而 且 
6.77.6, 是 相互 独立 的 ， 则 | 


(2=1,2,:--,п) 


ё=ё +£ +. + Ë, 
就 表示 п 重 伯 努 利 试验 中 4 发 生 的 次 数 ， 比 较 公 式 6-17 和 公式 6-23, WA é 服从 二 项 分 布 
B(n,p)， 于 是 ， 二 项 分 布 义 称 为 n 个 独立 的 两 点 分 布 之 和 . 
联系 到 实际 工作 中 的 抽样 问题 ， 放 回 抽样 时 个 样品 中 的 次 品 数 服 从 二 项 分 布 ， ж 
回 抽样 (如 例 6-8) 时 nn 个 样品 中 的 次 品 数 服从 超 几 何 分 布 ， 当 抽样 对 象 的 批量 很 大 时 ， 二 
者 在 数值 上 很 接近 ， 因 而 可 相互 替代 ， 故 实践 中 常 采用 不 放 回 抽样 (因为 操作 更 方便 ) ， 但 
分 析 时 采用 二 项 分 布 ( 因为 计算 更 简便 ) ， 如 同 例 6-28. | 
例 6-30 注射 一 种 免疫 苗 可 能 有 О. 1% 的 人 会 出 现 不 适 反应 ， 有 10 个 人 接种 ， 试 求 : 
(1) 有 1 人， 2 个 人 出 现 不 适 反 应 的 概率 ; 
(2) 求 至 少 一 人 产生 反应 的 概率 . 
Е ”每 个 人 是 否 会 出 现 反 应 是 相互 独立 的 ， 因 此 观察 10 人 的 反应 就 是 10 重 伯 努 利 试 
验 ， 记 二 表示 接种 的 10 人 中 产生 反应 的 人 数 ， 则 服从 二 项 分 布 B(10 ,0. 001)， 所 求 概 率 
分 别 为 : 
P(£ =1) = Сур g =10 х0. 001 x 0. 999° =0. 00990, 
P(£ =2) = Cip q? =45 х0. 0012 х0. 999š = О. 00004, 
Р(&2=1) =1 -P(£=0) =1 - 4" =1 – 0. 999" =1 —0. 99004 =0. 00996 <0. 01. 
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由 于 P(E 宇 1) 还 不 到 0.01， 这 样 的 结果 在 实际 中 是 不 容易 出 现 的 ， 因 此 ， 如 果 这 10 人 中 
确实 有 人 出 现 了 反应 ， 就 有 理由 怀疑 该 疫苗 的 不 适 反 应 率 p 远大 于 0. 001. 

4. 泊 松 分 布 

定义 6-10 如果 随机 变量 & 的 概率 分 布 为 


k . 
Р, = P(£ =k) = е7), k=0,1,2,... | (6-24) 


则 称 & 服从 参数 和 A 的 泊 松 分 布 (Poisson distribution) ， 记 为 上 ~r(A)， 甚 中 入 >0. 

当 独 立 重 复试 验 的 次 数 n ATIAK, 一 项 分 布 束 趋 于 泊 松 分 布 ， 如 下 面 的 泊 松 定 
理 所 述 (证 明 从 略 ). 

定理 6-6 RENEE é, 服从 二 项 分 布 ， 即 | 

P(E, =k) =Ср„(1-р„)"7*,‚ Е=0,1,2,:--,п 
‚ ЖЕН p, 与 n ЯЗ >. #rlimnp, =À>0, HIJ 
` limP( £, = k) = limC,p, (1-р,)"* =e, k= =0,1,2,- а 

ТЕ п 较 大 时 ， 泊 松 分 布 的 计算 比 二 项 分 布 的 计算 简便 得 多 ， 因此 根据 这 个 定理 ， 当 nn 

足够 大 而 р 相对 较 小 时 ， 二 项 分 布 B(nz,p) 可 用 泊 松 分 布 rx(A) 来 作 近 似 计算 ， 即 


Р,(&) = Cp' G =p)" ет (6-25) 
这 里 入 用 пр 代 蔡 ， 在 实际 应 用 中 ， 当 ”> 10，P<0.1 时 就 可 利用 式 (6-25) ЯЛ 


的 概率 . 
| 916-31 根据 以 往 的 统计 资料 ， 菜 地 新 生 册 染 染色 体 异 常 率 为 1%, [8] 100 名 新 生 儿 中 
有 染色 体 异 常 的 不 少 于 2 名 概率 是 多 少 ? , 
Е éH “100 名 新 生 儿 中 染色 体 异 常 的 人 数 "”，p =0. 01， 利用 二 项 分 布 公式 ， 有 
P(£ <2) =Р(&=0) +P(£*=1) 
= Ct (0.01)°(0.99)!%? + C! (0.01)! (о. 99)” 
= 0.3660 +0. 3697 =0. 7357, 
P(£=2) =1-Р(ё<2) =1 ~ 0. 7357 =0. 2643. ` 
由 于 n=100 485, Tü p =0. 01 很 小 ， 因 此， 可 以 利用 泊 松 分 布 作为 二 项 分 布 的 近似 ， 甚 
中 入 =np=100 x0.01=1， 故 有 


0 - l a 
P(E =0) ~ie =0. 3679, P(£ =1) ~ie! =0. 3679, 


Р(&2=2) =] 一 (P(£ =0) +P(£=1)) =1 —0. 3679 x 2.= 0. 2642. 

这 里 用 泊 松 分 布 近似 地 代替 二 项 分 布 ， 误 差 不 算 很 大 . | 

016-32 设 一 个 人 在 一 年 里 的 感冒 次 数 近似 地 服从 参数 为 5 的 泊 松 分 布 ， 一 种 抗 感 冒 
的 新 药 ( 以 大 剂量 的 vitamin C 为 主要 成 分 ) 新 近 . 上 市 。 据说， 持续 服用 ，75% 的 服用 者 ， 每 
年 的 感冒 次 数 降 为 参数 为 З 的 泊 松 分 布 ， 另 外 的 25% 的 服用 者 ， 本 药 没 有 作用 . 有 一 个 人 
在 一 年 里 持续 服用 此 药 ， 在 这 一 年 里 他 感冒 了 两 次 ， 此 药 对 此 人 有 效 的 概率 是 多 少 ? 

解 记 上 为 一 年 里 此 人 的 感冒 次 数 ,已 = 此 药 对 此 人 有 效 ， 由 已 给 条 件 知 

Р(Е) =0. 75 和 P(E) = 0.25 

FHE, 


P(£<2 | E) =.P(E<2 | à =3) =e" (1 +3-+ =e =0,423190, 


一 -一 i 2 ` 
P(£<2 |E) =P(¢<2 | À =5) =е [1 +5 +>) = Ze" =0. 124652. 
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于 是 | Е D 
P(£<2) =P(E)P(£%2 |E) +P(E)P(E <2 |E) 
=0. 75 x0. 423190 +0. 25 x0. 124650 =0. 348555, 


则 所 求 概率 为 u 
P(E)P(£=2|E) 0.75 х0. 423190 
Р(Е|ё<2)у =” ES ®. О. 348555 = 0. 910595. 


泊 松 分 布 是 一 种 重要 的 离散 型 分 布 ， 在 生物 学 、 医 学 、 公 共 卫 生 事 业 等 方面 较为 常见 . 
例如 ， 容 器 内 的 细菌 数 ， 生 多 胞 胎 的 例 数 ， 稀 有 疾病 的 发 病人 数 ， 放 射 性 分 裂 过 程 中 落 到 某 
区 域 的 质点 数 ， 单 位 时 间 来 到 医院 看 病 的 人 数 ， 护 士 值 班 台 被 呼叫 次 数 ， 一 定时 间 内 实验 材 
料 的 消耗 数量 ， 大 都 服从 泊 松 分 布 ， 甚至 在 意 想不到 的 场合 也 能 见 到 泊 松 分 布 ， 见 例 6-50. 

至 于 不 放 回 抽样 ， 不 是 独立 重复 试验 的 场合 ， 其 中 的 成 功 次 数 ， 作 为 随机 变量 ， 是 服 


w ` a — 和 ` 


三、 连续 型 随机 变量 及 其 概率 密度 函数 


1. 连续 型 随机 变量 的 密度 函数 和 分 布 函数 

人 们 早 就 注意 到 ， 有 些 随机 变量 的 取 值 是 充满 一 个 区 间 的 (有 限 的 或 无 限 的 ). 

以 人 类 的 身高 为 例 来 分 析 . 首先 考虑 个 体 的 情形 ， 一 个 人 从 出 生 到 死亡 ， 其 身高 大 体 
上 要 经 历 增长 ,保持 和 减少 的 过 程 ， 分 布 在 一 个 有 限 的 区 间 内 .而 且 在 每 一 天 ， 早 上 和 了 晚 
上 的 身高 也 不 一 样 . 即使 在 特定 的 时 刻 测 量 其 身高 ， 其 读数 还 是 分 布 在 一 个 大 小 由 尺子 精 
度 决定 的 区 间 内 .比如 在 区 间 [174.5,175. 5] 内 ， 如 果 他 的 平均 身高 是 175cm. 

.其 次 考虑 群体 的 情形 . 一群 人 的 身高 总 是 有 差异 的 ， 因 此 ， 如 果 人 类 有 无 限 多 个 个 
体 ， 所 有 的 身高 值 就 充满 了 一 个 区 间 . 如 此 看 来 ， 无 论 上 表示 一 群 中 任意 一 个 人 的 身高 ， 
还 是 特定 一 人 任意 时 刻 的 身高 ， 都 是 一 个 连续 取 值 的 随机 变量 . 

由 于 连续 取 值 的 随机 变量 的 可 取 值 是 某 区 间 内 的 所 有 实数 ， 难 以 罗列 其 取 每 个 值 的 概 


ж; 况且 ， 更 有 实际 意义 的 问题 并 不 是 它 取 某 个 特定 值 的 概率 ， 而 是 它 取 值 于 某 个 子 区 间 `7 


由 的 概率 例如， 对 于 测量 误差 ， 有 兴趣 的 是 它 不 超出 某 界限 的 概率 ; 检测 各 种 医学 生化 
指标 ， 研 究 者 关心 的 是 该 指标 是 否 处 于 正常 范围 ， 等 等 . 

用 什么 方式 来 表征 连续 取 值 的 随机 变量 呢 ? 人 们 想到 ， 可 以 对 这 一 随机 变量 进行 反复 
测量 ,把 所 得 数据 分 组 统计 ,， 利 用 频率 近似 于 概率 这 一 性质， 就 能 初步 地 获得 该 变量 的 近 
似 分 布 ， 并 逐步 改进 其 精确 程度 从 而 最 终 获 得 准确 的 描述 ， 大 致 过 程 见 下 例 . 

例 6-33 有 n=57 位 腹部 长 有 恶性 肿瘤 的 病人 作 了 肿瘤 切除 术 . 本 后 称 得 肿瘤 重量 
(单位 : 克 ) 如 表 626 所 示 ， 其 中 ， 最 轻 者 340 克 ， 最 重 者 2240 7. 


表 6-6 57 例 腹 部 肿瘤 重量 的 原始 数据 (单位 ;8g) 


340 595 652 709 765 851 1021 1191 1247 1389 1616 2098 
340 624 680 765 794 879 1021 1191 1276 1389 1786 2240 
340 624 680 765 794 879 1077 1219 1304 1418 1843 
454 652 709 765 794 907 1077 1219 1332 1446 1928 


539 652 709 794 851 907 1191 1219 1389 1446 1956 


为 便于 分 析 ， 首 先 把 这 批 肿瘤 重量 的 分 布 范围 等 分 成 10 个 区 间 ， 每 个 区 间 的 跨度 为 
300g( 原则 上 每 个 区 间 的 跨度 可 以 不 相同 ); 其 次 ,统计 其 观察 数据 出 现在 第 i 个 区 间 里 
(事件 4;) 的 频数 ， 记 为 n;， 频 率 f =ni/n， 整 理 如 表 6-7 中 的 左边 3 列 所 示 ; НОК, Mh, = 
S/A 表 不 每 一 组 的 平均 频率 ， 见 表 6-7 中 的 左边 4 列 ; 最 后 ， 由 表 中 数据 作出 直方 图 
( histogram ) 如 图 6-4 所 示 . 
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956-7 57 例 腹 部 肿瘤 重量 的 频率 分 布 


_ — Р. = . 

А; = (£ e Ax;) n; = 频数 Sfi =n Zn h; =f;/ Ax; 累积 频数 i 24 
重量 分 布 区 间 f 频率 频率 /区 间 长 度 累积 频率 
300 ~ 500 **.**4 — 0.070175 0. 035088 4 0.070175 
500 ~ 700 жжке ж 9 0. 157895 0. 078947 13 0. 228070 
700 ~ 900 жажжжжжжж жж 15 0. 263158 0. 131579 28 0. 491228 
900 ~ 1100 жжжжжж 6 0. 105263 0. 052632 34 0. 596491 
1100 ~ 1300 жж 8 0. 140351 0. 070175 42 0. 736842 
1300 ~ 1500 жж ж Ñ 0. 140351 0. 070175 50 0. 877193 
1500 ~ 1700 x 1 0. 017544 0.008772 51 0. 894733 
1700 ~ 1900 六 水 2 0. 035088 0. 017544 52: 0. 929825 
1900 ~ 2100. ж жж 3 | 0. 052632 0. 026316 56 0.982456 

2100 ~ 2300 * 1 0. 017544 0. 008772 57 ' 1.000000 ` 


其 中 横 坐 标 是 重量 ， 已 按 表 中 数据 的 分 组 对 应 地 分 成 了 若干 小 区 间 ， 第 i 个 小 区 间 的 
长 度 是 Ax;，i=1,2,… k. 在 每 个 小 区 闻 上 ， 以 为 高 度 ，Ax, 为 宽度 作 一 个 矩形 ， 和 矩形 
的 面积 即 等 于 hh, x Ax; = (£ZAx,) x Ax, =f = 第 i 组 的 频率 ， 即 直方 面积 近似 等 于 随机 变 
出 现在 该 小 区 间 内 的 概率 ， 显 然 应 有 所 有 直方 面积 之 和 等 于 1， 连接 每 个 直方 顶 边 的 中 点 
就 得 到 一 条 由 折线 段 组 成 的 曲线 ， 折 线 上 点 的 高 度 ( 纵 坐标 ) 的 意义 同 h， ПП £ 出 现在 任意 
区 间 (a,5) 里 的 概率 也 近似 等 于 在 (a,5) 区间 上 曲线 与 模 坐 标 轴 之 间 所 围 面 积 ， БИШ, ¿ 出 
现在 任意 区 间 ( — % ,6) 的 概率 也 近似 等 于 在 直线 x = b 左 侧 ， 曲 线 与 横 坐 标 轴 之 间 所 围 面 
积 ， 表 6-7 最 右 一 列 是 F(x) 的 近似 值 . 

现在 设想 п ЖП А 都 趋 于 无 穷 大 且 每 个 A£, 都 趋 于 无 穷 小 的 情形 ， 连 结 无 穷 多 个 直方 顶 
点 的 折线 最 终 变 成 一 条 光滑 的 曲线 (图 6-5)， 容 易 理 解 ， 此 曲线 在 (a,5) 区 间 上 与 坐标 轴 
围 出 的 面积 就 准确 地 等 于 8 出 现在 这 区 闻 里 的 概率 ， 假 设 这 条 曲线 的 解析 式 为 f(x), MWM 
f(x) 的 意义 类 似 于 hh， 那么 易 见 


Р(а<ё<Ь) = | f(x)dr 或 者 F(x) =Р(ё<х) = Г. f(x) dx. 





О 03 0.5 0.7 0.9 1.1 1.31.5 1.7 1.9 2.1 2.3 2.5 a b 
图 6-4 直方 图 图 6-5 密度 曲线 示意 图 
定义 6-11 RENEE £ 的 分 布 函数 为 f(x) ， 如 果 存 在 非 负 函数 f(x) 使 对 任意 实数 
х, ЖА 
F(x) =Р( ёх) = f Ў) ар ( -œ <x< +e ). (6-26) 


则 称 上 为 连续 型 随机 变量 (continuous random variable), /( x) X £ 的 概率 密度 函数 (prob- 
ability density function ЭПА ЕЛЕ Ji ну 22: JEF РЕ ЖГ. 

НЕ, Ж = ИЕА НД ШТ. 

(1) f(x) =O; 











(2) [ fx) dr=F( +œ) =1; 


(3) [ах = Р(а < ё<Ь) = Е(Ь) – Е(а). 
从 这 些 性 质 可 知 ， 概 率 密度 曲线 下 包围 的 全 部 面积 为 1， 即 P(£ < + оо) =1 对 任何 随 
机 变量 上 成立 ， 由 定 积分 性 质 ， 对 任何 实数 <， 有 P(£ =c) =0， 这 表明 连续 型 随机 变量 取 
单个 值 的 概率 为 零 . 所 以 ， 概 率 为 零 的 事件 不 一 定 是 不 可 能 事件 ， 一 般 地 ， 
[ fx) dx =Р(а<ё<5)=Р(а<ёч<Ь)=Р(а=<ё<Ь)=Р(К(а=<ё<ьЬ). 
即 对 于 连续 型 随机 变量 £， 求 £ 出 现在 某 一 区 间 里 的 概率 时 可 不 计较 是 否 包含 区 间 а, 
”由 于 f(x)Ax~ | уба) Р(х <ё<х + Ах) E £ B x 邻近 值 的 概率 ， AC) Ax T| Ер 


散 型 随机 变量 中 的 PCE =x) 相 当 、 所 以 用 密度 函数 描述 连续 型 随机 变量 ， 在 某 种 意义 上 与 
用 分 布 列 来 描述 离散 型 随机 变量 是 相似 的 .而 分 布 函数 F(x) 则 统一 地 描述 了 这 两 类 随机 
变量 的 概率 分 布 . 

例 6-34 连续 型 随机 变量 & 的 概率 密度 函数 为 f(x) = Ает" -o <х<+®), R: 

(1) 系数 A; 

(2) £ 的 分 布 函数 F(x). 

解 ” 由 连续 型 随机 变量 密度 函数 的 性 质 有 : 


(1) 1= И Кәх)дх = | Ае 1* ах = 2А Í e "dx = – 24е `* =24， 因 此 ，A4 =1⁄2. 
_. | 





(2) 二 的 分 布 函数 按 定义 为 F(x) =P(&<x) = | Je la, 


`4 x<0 BF, F(x) = [ зе = +e 


当 w>0 时 ,F(x) = | еве f Tova = 1-01 е") =1- es, 


2 
Ze, x =0:; 
综合 起 来 分 布 函数 为 ， 严 (x) -| _ 
1——e *, XxX>0. 网 
2 / 
常见 的 连续 型 随机 变量 有 : 均匀 分 布 、 指 数 分 布 和 正 态 分 布 . 
2. 均匀 分 布 A 
定义 6-12 AIEE é 的 概率 密度 孙 数 为 
1 
—, ахь; 
дә) = (6-27) 
О, x < a sk x > b. 


则 称 二 在 Lc,2j 上 服从 均匀 分 布 (uniform distribution), CA £~ [а,Ь] (В 6-6). 
# ёЛЕ[а,Ь] ERMAS, XF а<с<а<ь 
的 任意 区 间 [c,d] ， 均 有 
dx = 


Р(с<ё<4)= | род L| —— 
即 < 落 在 La ,0 的 任 一 子 区 间 内 的 概率 取决 于 该 子 区 间 的 
长 度 ， 而 与 子 区 间 的 位 置 无 关 , 上 落 在 任意 两 个 等 长 子 区 О 
间 内 的 概率 是 相等 的 ， 所 以 均匀 分 布 又 称 为 等 概率 分 布 . 
例 6-35 假设 测量 儿童 身高 时 ， 多 出 整 厘米 的 部 分 就 66-6 均 多 分 布 的 密度 曲线 


I 4-с 











а Ь | х 
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EE, ALERE é~ UL[0,1] (单位 为 em. ); 如 果 是 四 舍 五 人 ， 则 含 人 部 分 6 ~ U[ -0.5, 
0.5]. 人们 打 电 话 时 ， 通 话 时 间 超 出 整 分 钟 的 秒 数 7~ [0,1] ， 单 位 为 分 钟 ， 若 超出 整 分 钟 
的 秒 数 按 1 分 钟 计 , 则 多 计 的 时 间 & =1 -n 仍然 服从 [0,1] 区 间 上 的 均匀 人 分布， 如果 公 交 车 
每 15 分 钟 来 一 辆 ， 则 当 乘 客 随 机 地 来 到 车 站 后 的 等 待 时 间 & 服从 [0,15 ] 区 间 上 的 均匀 分 布 . 

假定 从 早晨 7:00 起 ,公交 车 每 15 分 钟 来 一 辆 ， 一 个 乘客 在 7.:00 至 7:30 的 任何 时 刻 
都 可 能 到 达 车 站 . 求 他 搭 上 和 车 时 : (1) 他 等 待 不 到 5 分 钟 的 概率 ; (2) 他 等 待 超过 10 分 钟 
的 概率 . | 

解 ” 令 表示 乘客 在 7:00 以 后 抵达 车 站 时 的 时 刻 ， 则 上 ~ [0,30]. 很 明显 ， 当 和 且 仅 
当 他 在 7:10 28 7:15 或 在 7:25 至 7:30 来 到 车 站 ， 他 的 等 待 时 间 不 会 超过 5 分 钟 ， 如 此 ， 
5 dx 30 dx ] 


+ = —. 
0 30 5 30 3 
类 似 地 ， 他 的 到 站 时 刻 在 7:00 # 7:05 或 在 7:15 至 7:20， 则 待 车 时 间 不 会 少 于 10 分 钟 ， 


5 0 
P(O <é<5) +Р(15 <£ <20) = ах 5 са. 


由 此 知道 ， 这 位 乘客 等 待 了 5S 到 10 分 钟 才 搭 上 车 的 概率 为 173: 
з. 指数 分 布 
定义 6-13 如果 随 机 变量 & 的 概率 密度 了 渔 数 为 


P(10 <£ <15) + Р(25 <£ <30) = 


x = 0 


Лет, 
х) = О 6-28 
Kx) М "Z (А20) (6-28) 


NIFE E 服从 参数 为 A 的 指数 分 布 (exponent distribution) ， 其 概率 密度 函数 如 图 6-7 所 示 . 
又 根据 概率 分 布 函 数 定义 : 


I АЛО? 
F(x) = | Odx =0, x <0; 
F(x) = [ Оах + [ Ae de =1—е`**, x=0. 
夏 指数 分 布 的 概率 分 布 函数 为 O x 
Fx) - ° x=0 (А >0). (6-29) @ 6-7 指数 分 布 的 密度 曲线 
\ О x <0 


例 6-36” 某 些 生 化 制品 中 的 有 效 成 分 如 活性 酶 ， 其 含量 会 随时 间 而 衰减 ， 当 有 效 成 分 
的 含量 降 至 实验 室 要 求 的 有 效 剂量 以 下 时 ,该 制品 便 被 视 为 失效 ， 制 品 能 维持 其 有 效 剂 量 
的 时 间 为 该 制品 的 有 效 期 ， 它 显然 是 随机 变量 ， 记 为 & 多 数 情况 下 ， 可 以 认为 服从 指 
数 分 布 ， 设 它 的 概率 密度 丽 数 为 : 

0, x <Ü 
Же) =] la (х 的 单位 为 月 ). 
Ле", x=0 

(1) 若 从 一 批 产品 中 抽出 样品 ， 测 得 有 50% 的 样品 有 效 期 大 于 34 个 月 ， 求 参数 和 ШИЙ. 

(2) 车 一 件 产品 出 厂 12 个 月 后 还 有 效 ， 再 过 12 个 月 后 它 还 有 效 的 概率 有 多 大 ? 

(3) 车 说 明 书 上 标定 的 有 效 期 1 内 有 70% 的 产品 未 失效 ， 此 有 效 期 为 多 长 时 间 ? 

解 ”已 知 指数 分 布 的 分 布 函数 为 : F(1) =P(E<t)=1-e™, \>0, MA: 


(1) 由 p(E>34) =1-Е(34) =e 292 =0.5， 解 出 和 =- -эл!“( >) = 112/34 ~0. 02. 


| Р 24 -0-02 x24 -0.02 x12 -0.24 
(2) Р(2 > 24 |£ >12) = Бсү = rn =e | = P(£=12) =e =0. 787. 
(3) Ат t WE P(E >+t)>0.7, HI P(E>t) =e 00. 7, ЖЕҢ t<17.83( J), %J— 


年 半 . 
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ЕЛИН ЛЕ т 2 ГА ЕГ, Aa ВЈ ЭС 9 НН, ЕЛЕ Л КАТЕТ НН, Ae 
忆 的 持续 期 ， 克 隆 体 的 生理 年 龄 演变 等 ， 是 生存 分 析 (survival analysis) ERMAR AR. 

4. 正 态 分 布 

定义 6-14 如 果 随 机 变量 具有 如 下 概率 密度 PKI Æ 

Ж) s= a (ә < x < + о) (6-30 ) 

WFK E RASA u Io 的 正 态 分 布 (normal distribution) ， 记 为 上 ~ Миш, ог). 3E, 
Уи=0 EL o =1 时 ， 称 为 标准 正 态 分 布 (standard normal distribution) ， 记 为 (0,1), Ж 
概率 密度 曲线 特别 记 为 ' 





ф(х) = = 2 ( -œ <x < +). | (6-31) 


正 态 分 布 又 称 高 斯 分 布 ， 是 高 斯 研究 误差 理论 时 首先 发 现 的 。 正 态 分 布 的 概率 密度 了 
ЖЕК (х) РКО ТЕ Н 26, ЯП 6-8 所 示 ， 具 有 如 下 性质 : 

(1) 连续 性 . f(x) 是 初等 函数 ， 定 义 域 为 ( - о, + 
o ) ， 而 且 对 任何 * 值 ， 均 有 .FLx) >0， 所 以 正 态 曲 线 是 
位 于 x 轴 上 方 的 一 条 连续 曲线 

(2) 对 称 性 ， 因 为 对 于 任意 正 数 及 ， 总 有 f( (1 - Р у 
h) =f(u— h), ， 所 以 正 态 曲 线 以 直线 x = 为 对 称 轴 ， тшер x . 











4 u 的 大 小 变化 时 ， 正 态 曲线 沿 坐 标 轴 左右 平移 . 
(3) RASHA. Р(х) E x = 人 处 有 极 大 值 - 图 6-8 标准 正 态 密度 曲线 
== BRE x =u +о M x =u - о 处 各 有 一 拐点 
(4) 渐 近 线 ， ES f(x) >0，limf(x) =0， 所 以 正 态 曲线 以 * 轴 为 渐 近 线 . | 
(5) 正 态 曲 线 下 的 面积 等 于 1， 即 
[7 —1 gy = 1, 
= то 


因此 ， 当 o 较 大 时 ， 两 个 拐点 相距 较 远 ， 但 由 于 总 面积 等 于 1， 故 此 时 曲线 的 高 度 较 
小 ， 因 而 曲线 比较 平坦 ; 反之 当 o 较 小 时 ， 两 拐点 靠 得 较 近 ， 上 曲线 就 比较 陡峭 ， 综 合 起 
Ж, 2 的 大 小 决定 正 态 曲线 的 位 置 ， 参 数 о 的 大 小 则 决定 正 态 曲 线 的 形状 ， 见 图 6-9, 
图 6-10. 





HSHH, i 








Ш A, И, , 
图 6-9 Fan 值 的 正 态 曲 线 图 6-10 АА о 值 的 正 态 曲 线 
标准 正 态 分 布 N(0,1) 的 分 布 函数 F(x) 特别 地 记 为 
| 1 _ 2 . 
P) = [еш u (6-32) 


本 书 末 附 有 标准 正 态 分 布 函数 D х) 的 数值 表 ( 附 表 2).， 由 标准 正 态 密度 曲线 p(x) 的 对 称 
性 不 难 导出 (图 6-8) | 
Ф( —x) =1 — Ф( х) (6-33) 
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当 自 变量 x 取 负 值 时 ， 就 可 利用 式 (6-33 ) ERIE. MIRER N u, o), BS 
нц, 可 得 : 
o 








_ p/p 1 as = х — 
F(x) = P(£=< <o == ] Z d=- e? d a ): 
[КШ , ЖОМ £ - Мио’), а= (6-ши) Zo 是 服从 标准 正 态 分 布 的 ， 于 是 : 
F(x) =P(£=<x) =P (n=) = e[ =). (6-34) 


此 过 程 称 为 把 & 标准 化 ， 因 而 对 一 般 的 正 态 分 布 ， 总 是 先 将 其 标准 化 ， 然 后 借助 公式 
(6-34 ) 查 标 准 正 态 分 布 表 进 行 概 率 计 算 ， 
例 6-37 若 E~N(0,1), R Р( —2.5 <£=0.5). 
- @ Р( -2.5 <£€=0.5) =P(£=0.5) - P(£= -2.5) 
= Ф(0.5) -—@( -2.5) = Ф(0.5) -[1 - @(2. 5) ] 
=0. 6915 — (1 — 0. 99380) = 0. 6853. | 
BI 6-38 i£ - М(и,о?), IWR £ ТЕБ П] (и -kou + Ко) ЫШ Ж, k=1, 2, 3. 
解 P(u—-c<£=u +c) =P(£=xu +o) - P( £=u - с) 
-0 -oe 
= Ф(1) -@( -1) =@(1) -[1 —@( -1)] =2@(1) -1 =0. 6853. 
同 理 可 得 
P(u -2e<£=zu +20) = Ф(2) - Ф( -2) =0. 9545, 
P(u -Зо=<ё<и +3c) =@(3) -Ф( -3) =0. 9973. 

以 上 结果 称 为 “3o AR”, JRHR ЈЕ АЈНА Е £, HPA ЛЕШЕ ЕН Г u EA 
各 Зо 范围 外 的 可 能 性 极 小 ， 故 医学 统计 一 般 把 范围 (4 -1.96c,w +1.96c) 称 为 上 的 参考 
值 范围 (过 去 称 为 正常 值 范围 ). 

例 6-39 ”在 素 子 鉴定 庭审 时 ， 当 事 人 出 示 证 据 表 明 ， 他 在 孩子 出 生 的 290 天 之 前 就 出 
国 公 于 ， 直 到 孩子 出 生 240 天 之 前 才 回 国 . 因此 他 声明 ， 他 不 是 孩子 的 父亲 . 他 的 辩护 
人 ， 一 位 生物 学 专家 ， 能 说 服 法 官 采信 当事人 的 申辩 吗 ? 

解 ” 首先， 辩护 人 须 指出 ， 根 据 文 献 资料 ， 人 类 怀孕 期 (从 受孕 到 分 娩 的 时 间 ,以 天 
计 ) 大 致 服从 正 态 分 布 ， 参 数 分 别 是 1 =270 和 о? = 100. 其次， 辩护 人 须 计 算出 ， 若 当 事 
人 是 孩子 的 父亲 ， 这 样 的 可 能 性 有 多 大 .， 最 后 再 指出 ， 因 为 此 概率 很 小 ， 当 事 人 不 大 可 能 
是 孩子 的 父亲 . 这 样 一 个 重要 的 概率 等 于 | 

P(T <240 或 了 >290) = P( T <240) + P( T >290) 


= p( 27270 _ -3) +P( 0 >2) 


=фФ(-3)+[1-Ф(2)]=[1-Ф(з)] +[1-Ф(2)] 
=2 — @(2) — @(3) =2 - 0. 97725 – 0. 99865 ~0. 02425. 

这 一 概率 确实 较 小 ， 在 统计 学 上 应 支持 当事人 的 申辩 . 

例 6-40 茶 地 12 岁 年 龄 段 的 男 童 身高 & ~ N(142.5,5.272) ， 调 查 1000 名 12 岁 男 孩 . 
把 其 中 最 高 的 那些 孩子 分 为 一 组 ， 使 这 组 人 数 不 超 过 调查 总 人 数 的 5%. 试问 这 组 孩子 的 
身高 不 低 于 多 少 ? 

解 ” 设 该 组 孩子 的 身高 不 低 于 hh， 则 及 应 该 是 使 关系 式 P(£ >h) <0. 05 成 立 的 所 用 
可 取 值 中 最 小 的 ， 不 妨 取 Р(ё:>Һ) <0.05， 那 么 由 











— 142.5 _h -142.5 h — 142. 5 
P(£>h) =1-Р(ё<ЬҺ) =1 - P(E =< зот) =1 -d| =z 29 全 | 0.05 


5.27 < 5.27 5.2 i 
有 
h — 142. 5 
p| s ) 20. 95. 
查 附 表 2， 当 zu>1.65 时 ， 有 Ф(и) 20.95. GSE 051.65, ЖИН h>151. 20. 


例 6-41 根据 美国 盖 洛 普 (Gallup poll) 的 调查 统计 ， 美 军 飞 行 员 (USA Air Force pilots) 
的 智商 (1Q, 记 为 &) 大 致 分 布 为 N(122,o?). 假设 从 调查 数据 中 可 知 ， 至 少 有 95% 的 飞行 
员 其 智商 值 & 分 布 在 108. 28 到 135.72 之 间 ， 即 : Р(108. 28 <= <135.72) = p>0. 95. 

(1) 试 以 上 述 信息 ， 推 断 参 数 o 之 值 . 

(2) 求 任意 一 名 飞行 员 ， 其 智商 在 115 到 129 间 的 概率 . 

解 1592 - М(122,0°), 由 Р(108. 28 <£ <135.72) =p>0.95, 有 


p =P(108. 28 <£ <135. 72) = p( 108-28 -122 <& -122 < 135 12—122) 





с 
- p( -72 22) -Ф( _13.72 22) =2p( =Z 全 | -1>0. 55 一 @( =) ьо, 975. 
ст o С o 
查 正 态 分 布 表 ,wu =1.96 BF (u) =0.975. 所 以 
13. 72 _13.72 _. 
T = 1. 20 一 _ 1.96 = 7. 


则 有 


P(115 <£ <129) = P =ФфФ(1)-Ф(-—-1) =0. 68269. 


115 -122 ¿-122 129-122 
( 7 < 7 “< 7 ) 






. 把 医学 试验 与 随机 变量 联系 起 来 有 何 意 义 ? 通常 有 哪些 途径 ? 
E 2. 两 个 随机 变量 的 分 布 函数 完全 相同 ， 它 们 必 是 相等 的 随机 变量 吗 ? ( 参考 例 6-35) 
只 要 随机 变量 上 的 取 值 是 连续 的 ,上 就 是 连续 型 随机 变量 吗 ? 
m 4. 设 上 是 一 个 离散 型 随机 变量 ， 下 述说 法 正确 与 否 ? 

(1) 若 寺 只 取 有 限 个 整数 值 ， 则 上 服从 二 项 分 布 ; 

(2) 若 上 可 取 无 限 个 整数 值 ， 则 # 服从 泊 松 分 布 ; 

(3) 车 可取 无 限 个 非 负 整 数值 ， 则 服从 泊 松 分 布 ， 





EAT 随机 变量 的 数字 特征 


实际 问题 中 ， 往 往 需要 能 够 概括 地 表达 随机 变量 种 种 平均 性 质 的 量 ， 即 随机 变量 的 数 
字 特 征 ， 其 中 最 基本 的 就 是 数学 期 望 和 方差 ， 前 者 刻画 了 随机 变量 取 值 的 相对 集中 位 置 或 
平均 水 平 ， 后 者 刻画 了 随机 变量 取 值 围绕 平均 水 平 的 离散 程度 . - 


一 、 数 学 期 望 
. 离散 型 随机 变量 的 数学 期 望 
pi 6-42 某 种 疾病 可 以 用 А, B 两 种 方法 进行 治疗 ， 根 据 治疗 效果 给 出 评分 标准 ， 效 


采 越 好 评分 越 高 : 痊愈 100 分 ， 轻 度 并 发 症 70 分 ， 严 重 并 发 症 50 分 ， 死 亡 0 ZF. 某 医院 
用 方法 A 治疗 了 50 例 ， 用 方法 B 治疗 了 40 例 ， 其 效果 及 对 应 例 数 见 表 6-8. 试问 ， 哪 一 
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种 治疗 方法 更 好 ? 


表 6-8 ”两 种 治疗 方案 的 比较 


痊愈 ( 例 ) 轻 度 并 发 症 严重 并 发 症 死亡 ( 例 ) 总 例 数 
治疗 效果 ; ; 
(ni) ( 例 ) (а) (1) (ns) (n4) (H) (n) 
治疗 方法 A 21 13 10 6 50 
治疗 方法 В l | 14 8 2 40 


解 ” 两 种 方法 治疗 的 病人 总 数 不 一 样 ， 每 种 效果 的 人 数 也 不 一 样 ， 因 而 不 能 个 别 地 比 
较 ， 两 种 方法 的 平均 评分 分 别 是 : 
x, = (100 x21 +70 x13 +50 х10 +0 хб)/50 


21 13 10 6 
= 100 х ZO +70 x 50 + 50 x 50 +0 х 50 


4 
=> x, x i = 70. 2. 
i=l n 
хь = (100 x16 +70 x14 +50 х8 +0 x2)/40 
16 14 8 2 


= 100 хло +70 x Jo +50 x zo +Ê х 20 


=) x; х 6.74. 5. 
由 于 平均 分 代表 的 是 各 方法 的 整体 水 平 ， 因 此 可 以 认为 方法 В 较 好 一 些 ， 上 式 中 >”， 
是 第 :种 治疗 效果 的 分 值 ， 分 式 卫 表示 第 i 种 治疗 效果 出 现 的 频率 、 联 想到 频率 与 概率 的 
关系 ， 目 然 地 引出 了 下 面 定 义 : 
定义 6-15 设 离散 型 随机 变量 £ 的 分 布 列 为 
£ i 2 n Xr 
P Pı Р» е Ру. 
如 果 У |х, 1р, FÆ, MEK > xp, 为 随机 变量 上 的 数学 期 望 (mathematical expectation ) 或 
均值 (mean value), wA EE, Вр 


Её = > хр, (6-35) 
根据 定义 ， 二 项 分 布 n В(п,р) ЯНКА € — (А) 的 期 望 分 别 是 
Ер = hCip' =p)" snp 和 R= Shee. 
k=0 k=0 ` 


016-43 X TEPKI WJ А, ас hj JE ТН: A ЕЛЕ Es D. 
造成 感染 性 休克 ， 评 分 标准 及 概率 如 表 6-9 所 未 ， 试 通过 实验 结果 评价 这 种 杆菌 的 毒 效 


км 
表 6-9 造成 免 感染 性 休克 的 效果 评价 
感染 效果 E 轻 度 血压 下 降 脉 博 加 快 ШЕТИН 休 ж 
毒 效 评 分 6 0 50 80 109 


概率 Р 0.05 0. 15 0. 20 0. 60 


解 ” 设 毒 效 评分 为 &， 其 分 布 列 如 上 表 所 示 ， 则 & 的 平均 值 为 : 
Её =0 х0. 05 +50 х0. 15 +80 х0. 20 + 100 х0. 20 =83. 5. 
由 此 可 见 这 种 杆菌 的 致 毒 能 力 是 很 高 的 . 
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例 6-44 “' 设 某 大 学 每 年 新 生 1 万 人 : 其 中 80% 愿 意 参 加 体检 体检 需 进 行 抽 血 化 验 ， 
化 验 的 方式 有 两 种 : 中 分 别 对 每 人 单独 检验 ， 共 需 化 验 m= 8000 次 ; 四 将 下 个 人 分 为 一 
组 ， 同 组 的 下 个 人 的 血样 混合 后 化 验 ， 如 果 混 合 奋 样 呈 阴 性 反应 ， 表 明 下 个 人 的 血液 都 为 
阴性 ， 不 再 每 人 单独 检验 ， 这 样 上 个 人 平均 每 人 只 需 化 验 1⁄k 次 ; 如 果 混 合 血 样 星 阳性 ， 
就 需 对 这 个 人 再 逐一 进行 化 验 ， 此 时 个 人 平均 每 人 需 化 验 1 +1 人次， 假定 化 验 旺 阳性 
反应 的 概率 是 p， 而 且 不 同人 之 间 的 反应 是 独立 的 . 试 说 明 方法 忆 能 减少 化 验 的 次 数 . 

解 ” 记 g=1~-p， 则 k 个 人 的 混合 血样 星 阳性 反应 的 概率 为 1 - q, it é 表示 每 个 人 的 
血 需 化 验 的 次 数 ， 则 按 方法 @ 验 血 时 , 二 的 分 布 列 为 


。 1 1 
£ ko Е 
P q" ] — g' 


П] £ 的 数学 期 望 为 
| вг = аа + (1+9) 01-49) =1-4 + 
因此 , п 个 人 平均 需 化 验 的 次 数 为 n(1 -gq +1/k). 9-1 >0， 就 能 减少 验 朱 次 数 . 
>$ p 已 知 时 ,适当 地 选择 k， 使 E£ 达到 最 小 ， 就 可 找到 最 佳 的 分 组 人 数 ， 例如 


该 检验 的 阳性 率 p 0.2 0.1 0. 05 0. 04 0. 03 0.02 0.01 0. 001 
每 组 最 佳 血 样 数 天 3 ` 4 5 6 6 8 11 32 


如 果 P=0.1， 取 8&=4， 则 琵 =1-(1-0.1) 1+1⁄4=0./ 5939, ЈН, 工作 量 平 均 能 减 
少 40%， 总 工作 量 大 约 为 О. 5939 x 8000 =4792 A. | 

根据 期 望 的 定义 容易 证 明 数 学 期 望 有 如 下 性 质 : 

(1) E(c) =c, c 为 常数 ; _ | 

(2) Elé) = сЕ, c HER; 

(3) El +g, +- +é,) =E, + E£, ++ + Её, 

(4) 6. é 1E, M) E(£ £, ) = Её E£. 

ТЕШ 1, 2, З 统称 为 期 望 的 线性 性 质 ， 有 助 于 简化 期 望 的 推算 和 数据 的 标准 化 过 程 . 

例 6-45 求 两 点 分 布 、 二 项 分 布 B(m,p) 和 泊 松 分 布 z(A) 的 数学 期 望 

解 ” 设 EE 服从 参数 为 p 的 两 点 分 布 ， 则 E£ = 1р +0g =p. 

奋 7~BCn:,p) 则 7 是 二 个 同 分 布 的 两 点 分 布 之 和 : 7 =& +£ + + ， 对 于 2=1,2,…， 
n 都 有 Eé, =p. 由 性 质 (3) 立 刻 得 :Em =np， 即 二 项 分 布 В(п,р) 的 数学 期 望 为 np. 

泊 松 分 布 r(A ) 是 二 项 分 布 的 极限 分 布 ， 则 二 项 分 布 的 数学 期 望 的 极限 就 是 泊 松 分 布 
的 数学 期 望 ， 由 定理 .6-6 的 推 知 : #rlimnp, = 入 >0， 则 有 limE” = limnp, =à, EMEF É ~ 
л(А)Ш EE = A. 

例 6-46 实验 大 楼 共 11 层 ( 底 楼 和 第 1. 2、… 10 楼 . ) 在 底 楼 有 15 个 同学 一 起 挤 进 了 
电梯 .假定 : 每 个 人 去 1 至 10 楼 的 可 能 性 都 一 样 ， 每 个 人 去 哪 一 楼 是 相互 独立 的 ， 电 梯 
从 底 楼 启动 后 到 所 有 人 都 出 梯 ， 一 个 升 程 中 平均 要 停 几 次 ? 

BR 设 所 = 电梯 在 第 天 楼 经 停 的 次 数 , 大 =1,2,…,10. 

显然 ， 只 要 有 同学 去 第 不 楼 ， 电 梯 在 第 k 楼 需要 停 1 次; 如 果 15 个 同学 都 不 去 第 大 
楼 ， ЕЯ ВВЦ. 所 以 ， 对 所 有 有 =1.2、…、10 都 有 & =0. 1. 并 且 有 : 


Plé, =0) = (5) =0. 2059 和 Р(&,=1) =1-Р(&, =0) =0.7941 = Eé,. 


е £ = 电梯 在 一 个 升 程 中 肥 停 的 总 次 数 ， MU £ =£ té te tén TEREA) 
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E£ = E(£, +£, + +20) = Её + Eé, +- + Её, =0. 7941 x 10 =7. 941 ==8. 
2. 连续 型 随机 变量 的 数学 期 户 
对 于 连续 型 随机 变量 上 #， 设 其 概率 密度 函数 为 x) ， 设 Ax, = x, -2 是 很 小 的 一 段 区 间 长 
型 随机 变量 ?7 近似 ， 从 而 & 的 数学 期 望 与 7 的 数学 期 望 近 似 ， 按 定义 En = У x fC) Ar, A 
式 对 所 有 可 能 的 ЯП. < À = тах | Ax,] El A—0 l 
limEn = lim > x; f(x, ) Ax; = И xf( x ) ах. 
定义 6-16 ” 设 连 续 型 随机 变量 & 的 概率 密度 函数 为 /(*) ， 车 积分 | ”|x О) dx At, 


则 称 积分 Са) dx 39 £ 的 数学 期 望 ， 记 为 Eg, ВП 











Eg= [| af(x) dx. (6-36) 
例 6-47 设 随 机 变量 & EKBL a, b] EISSA, R Ez. 
—, a=wx=b 
s ете) = 2-8 =x 
0, 其 他 
根据 数学 期 望 定 义 ， 有 
可 见 ， 在 某 一 区 间 上 均匀 分 布 的 随机 变量 上， 其 数学 期 望 恰 在 该 区 间 的 中 点 如果 7 


是 电话 超 整 分 钟 的 秒 数 ， 则 &=1 -7 是 每 个 电话 多 计 分 数 , £ - U(0,1), E£ =0.5( 分 ). 
例 6-48 ENEE RAES Neu, o), R Ez. 
E ESTE £ 的 概率 密度 函数 是 


f(x) =e 


Vr 202 (一 co <x< + о), 
按 公 式 (6-36 ) 其 数学 期 望 为 








& = —, Щу] ах = Crdi， Г =] 


1 1 ш ["* „2 
| А: ля а 74 
ЗИВ рр ОВ АРКИ, DARAT, Уон ЕБЕ, 


+ о 2 
1 J e 7dt=1, 


+ 12 
Её = Í. сіе ` 2 dt + 





+= 2 
[ (ої tu)e idt= 








- /2т 
Рт E£ = 0 +u ° 1 = џи. 
可 见 ， 正 态 分 布 Nu, ) Яв н) и 就 是 该 分 布 的 数学 期 望 值 . 
二 、 方 差 


有 的 随机 变量 在 其 数学 期 望 周围 取 值 比较 密集 ， 有 的 则 比较 分 散 ， 随 机 变量 的 取 值 
偏离 其 期 望 值 Et 的 幅度 ， 即 & - 到 ,也 是 随机 的 ， 其 平方 (£ - Ег)? 的 平均 值 即 数学 期 望 
E(£ - E£)° 应 该 反映 了 随机 变量 离散 程度 的 大 小 ， 于 是 引入 下 面 定义 . 

定义 6-17 设 随机 变量 的 数学 期 望 为 Её, ЖО Е(Е - Её)? 存在 ， 则 称 它 为 & 的 方差 

















(variance) ， 记 为 Рё, Вр | 
D£ = E(£ – Её)? | (6-37 ) 
显然 ， 随 机 变量 的 方差 DE 宇 0， 它 的 算术 平方 根 VDE 称 为 标准 差 (standard deviation). 
方差 的 定义 6. 17 对 于 离散 型 和 连续 型 随机 变量 都 是 统一 的 .但 其 展开 式 有 所 不 同 : 
E £ 是 离散 型 随机 变量 ， 其 概率 分 布 为 : P(£ =<x,) =P, =1,2,…， 则 


D£ = E (Е E)’ = > G ~ EE) Pa (6-38) 
FE E 是 连续 型 随机 变量 ， 其 概率 密度 函数 为 x)， 则 
D£=E(€-Ee)'= | (а -EEV fx) dx. (6-39) 


995—271, ВУ ARR 
D£ = E (£ — Её)? = E| E _22Е + (Ег)? ] = Е -2( E£)? (Ег) = ЕЁ - ( Eë)°. 
因此 计算 方差 时 ， 既 可 采用 定义 式 6-37， 也 可 采用 公式 6-40; 
Dé = 有 — ( E)’. Е (6-40) 
01] 6-49 ё -л(А). тА О ЯННАН IA P АКЛЕН 
Ег? _ > вет т= Е – 1 


авло), а | 
DE = Её? – (Её)? = (А +A) — (А)? =A. 
BP: 泊 松 分 布 的 方差 和 数学 期 望 相 等 ， 都 等 于 参数 A. 
| ру, з 1] — AREN ЖЕ [ҤЕ НКЛ ВЕЛЛ 2, ТАЗЕ АЕН АНАҢ ЗЕ, E 
就 有 可 能 服从 泊 松 分 布 : 医学 统计 学 里 一 个 有 关 泊 松 分 布 的 假设 检验 利用 了 这 一 性 质 . 
例 6-50 如 果 4 个 人 的 工作 服 挂 在 一 起 ， 上 班 时 他 们 随意 取 一 件 穿 上 ， 记 表示 4 个 
人 中 取 到 了 自己 衣服 的 人 数 ， 则 的 分 布 列 如 下 表 ， 试 求 E 的 方差 . 











-À 
EEDA S (m +1) he SA +A, 


с 
і 








ё ' 0 1 | 2 3 4 
Р 9/24 8/24 6/24 0 1/24 + 








解 Её=(8+12+4)у/24=1, EË = (8 +24 +16)/24 =2, D£ =Eë – (EE) =2 -1 =1. 

这 是 一 大 类 有 共性 的 问题 的 简单 提 法 .常见 的 一 些 例子 如 下 : 

(1) 夜间 紧急 集合 时 ，n 个 士兵 摸黑 从 枪 架 上 取 一 支 枪 , : 记 &=“ 取 到 自己 的 枪支 的 
士兵 人 数 ”; 

(2) n 对 夫妇 估 加 游戏 ， 被 随机 地 分 成 n 组 ， 每 组 一 男 一 女 . i£ = “л 组 中 是 夫妇 
的 组 数 ”; 
(3) nn 对 染色 体 在 水 溶液 中 加 温 至 104 人 CC 时， 双 链 离 解 为 单 链 . 当 溶 液 降温 至 90 
时 ， 这 些 单 链 随机 地 两 两 重新 聚合 为 双 链 . 记 上 = 对 重 聚 染色 体 中 ， 原 本 就 是 一 对 的 

这 一 类 问题 都 归于 配对 问题 . 对 于 配对 问题 ， 这 些 二 服从 什么 分 布 ? 上 面 三 个 随机 变 
量 都 有 : EE = рё =1, 72=234、… 因此 可 以 想见 ， 当 wn 充分 大 以 后 ， 这 些 专 都 近似 服从 
泊 松 分 布 ， 实 际 上 ， 当 nn 充分 大 以 后 ， 都 有 —z(1). 

可 以 证 明 ， 方差 有 如 下 性 质 : 

(1). D(c) =0, сж; 

(2) р(2+6Ь) = DE ,5b 为 常数 ; 

(3) D(at) =a DE, a 为 常数 ; 
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‚ (4) i! é, 6277746, 相互 独立 ， 则 Р(&, +£, t: té,) = > Dé,- 
Б] 6-51 ЕМЛЕ 2 的 期 望 E£ su 与 方差 D£ = o° 均 存 在 且 o° 不 为 零 ， 在 n 次 独立 
重复 试验 中 所 得 诸 £, 都 与 & 同 分 布 ， 以 q 表示 它们 的 平均 ， 试 计算 7 的 期 望 与 方差 . 
解 由 于 请 二 与 & 同 分 布 ， A Её, =u, "Рё, = o°. Ж у= (=, +£, 十 … +£,)Zn, 由 期 


望 与 方差 的 性 质 有 : 
p35- (Уе) = L Yr -二 ww 后 
— ш А : D 
tO Das о( ов) = ов) = ш}, бё = mo =S = Ë 
说 明 独 立 重复 试验 的 平均 值 7 5 £ 有 和 相同 期 望 ， 但 了 的 方差 只 及 二 的 1 和 zz， 故 平均 值 了 了 EE, 
总 体 & 的 分 布 更 集中 . \ 


例 6-52 求 两 点 分 布 和 二 项 分 布 的 方差 . 
"ОЕ 设 上 服从 两 点 分 布 : P(E=1) =p, P(E=0)=g,， (p+q=1), HI 
Её =1° хр+0° xq =p; DE = Е – (Её)? =р-р? =p(1 —p) = pq. 
二 项 分 布 是 个 独立 的 两 点 分 布 之 和 ， 上 方差 性 质 (4)， 若 & ~B(n,p) 则 Dé = npg. 
例 6-53” 设 随机 变量 & RAES Nu, o), R DE 
解 ” 例 6-48 中 已 求 出 EE =u, Н 
= » 1 шшш? 
Рё = |. (х-и) туе 22 dx 
2 u= (х a), 且 由 分 部 积 Аз япкан Be Bs ОРЕН 


2. +% 
ре = —0——| we аи = -(0 + (27) = 


由 此 知 正 态 分 布 中 的 参数 o? 就 是 服从 该 分 布 的 随机 变量 的 方差 ， 而 o 是 其 标准 差 . 
事实 上 ， 随 机 变量 的 数字 特征 通常 都 是 和 它 分 布 中 的 参数 相 联系 的 ， 下 面 用 表格 的 形 
式 列 出 前 面 讨 论 过 的 6 种 常见 分 布 的 数学 期 望 和 方差 ( 表 6-10) ， 以 供 参考 . 
Е 77 2610 Елау 
离 Ой 连续 型 ` 
两 点 分 布 二 项 分 布 泊 松 分 布 = 指数 分 布 正 态 分 布 











1,- \ 














= 


= À 

数学 期 望 р np à et Sooo K 
> i 2 N | 
> — 


3 Р(1-р) пр(1-р) ^ 106 -а)? 





* 三 、 大 数 定理 和 中 心 极限 定理 

随机 事件 在 某 次 试验 中 是 否 出 现 现 是 有 偶然 性 的 ， 但 在 大 量 独 立 重 复试 验 中 却 旺 现 出 明 
显 的 规律 性 . DAI ARAE Ер ОЯ T RAPLA KS ATEHER. 

(—) 大 数 定律 


І. 伯 努 利 大 数 定律 
独立 重复 试验 中 ， 每 次 试验 都 可 定义 一 个 服从 两 所 分 布 的 随机 变量 é; 合 于 P(é,=1) = 


P(A) =p 和 P(Eé, =0) =P(A) -1 -р=94 ЖЖ тү, = > ё, 1, 就 是 前 次 试验 中 4 出 现 的 次 
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Ж, ПОЛ, (А) =ту„/п 就 是 这 nn 次 试验 中 А 的 频率 ， 伯 努 利 证 明了 : 

定理 6-7( Bernoulli law of large numbers) Ў /, (А) =ту„/п 是 独立 重复 试验 中 事件 4 
的 频率 ，P 是 每 次 试验 中 А 的 概率 ， 则 对 任意 小 的 正 数 е 总 有 

limP[ [/.(A) -Pl<e]=l: . | (6-41) 

定理 的 意义 就 是 当 试验 次 数 充分 大 以 后 ， 频 率 必然 要 接近 于 概率 ， 这 是 概率 的 统计 
定义 的 依据 . 正 是 由 于 这 个 发 现 ， 独 立 重复 试验 的 模型 称 为 伯 努 利 概 型 

2. 大 数 定律 

如 果 独 立 重复 试验 中 所 考察 的 随机 变量 & 不 一 定 服从 两 点 分 布 (例如 连续 型 随机 变 


量 ) ， 那 么 Y 就 表示 随机 变量 & 在 前 次 试验 中 的 总 和 ， 相 应 地 上 У` е, 就 表示 随机 变 


量 二 在 前 次 试验 中 的 (算术 ) 平 均值 ， 类似 于 定理 6.7 有: 
定理 6-8 设备、 各、… 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 上 且 对 每 个 i 都 有 ,，Eé =p， DE = o°, 
则 对 任意 小 的 正 数 。， 总 有 
' АРЕ -u| < е] = 1. (6-42 ) 


і . + 


由 此 知 ， 当 试验 次 数 n 充分 大 以 后 ， ARTH, = LS е 就 必然 要 无限 地 接近 于 隧 机 


量 台 的 数学 期 望 Её =p， 前 边 的 伯 努 利 大 数 定律 是 这 个 定理 的 特例 ， 因 为 当 & 是 两 点 分 布 
B, p 就 是 去 的 数学 期 望 ， 而 志 ( 算 术 平均 ) 就 是 频率 : . 

(=) 中 心 极限 定理 | | 

定理 6-9 E... азу [АЛЬБО ВЕЛЕ, ES ДЫН, Egi u, ра = o°, 


则 对 任意 实数 x 都 有 I 
| > £; 一 пи, И 
imp ае f 


= | >= h О, 2 С6-43) 
在 定理 6-9 的 条 件 下 ， 不 管 一 系列 的 随机 变量 服从 什么 分 布 ， 当 很 大 时 ， 它 们 的 和 
就 近似 于 正 态 分 布 ， 因 此 ， 如 果 一 个 量 ( 例 如 身高 ) 是 由 很 多 因素 决定 的 (每 个 因素 对 这 个 
量 的 贡 ПА A REBIER , завео A RLAR ABE ET уь аА 
从 正 态 分 布 的 .这 是 一 个 在 生命 科学 领域 里 普遍 应 用 的 重要 原理 . 
定理 6-10 设 随机 变量 “BC трт О<р<1, 则 对 任意 x 恒 有 








шару = 
т Vnpg 


有 了 这 个 定理 ， 当 nn Ки; ИСНИ 
函数 的 查 表 取 值 。 当 二 项 分 布 的 随机 变量 PORE k. BD £ =, 应 理解 为 一 个 相应 的 标 
准 正 态 分 布 的 随机 变量 在 一 个 以 下 为 中 心 长 度 为 1 的 区 间 (k-1/2,k+1/2) 中 取 值 ， 即 是 

P(£=k) =P(k-0.5.<£<k+0.5) 
_ 2 «№. s 


Eas) = [. э" -F dt = p(x). I (6-44) 





пра Vnpg. Vnpg (6-45) 
Е [a= — 0. т] 
мтр ЕСІ 
类 似 地 ， | 
| -np k+0O0. 5-np k +0. к +0. 5 —np 
P(£€<k) =P(£ <k+0.5) = {22 < = ЕКА 1 — —J. | (6-46) 
例 6-54” 某 种 疾病 的 患 病 率 为 p =0.005， 现 对 10000 人 进行 普查 ， 试 求 检查 出 的 患者 
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数 在 45 人 至 55 人 之 间 的 概率 . | 
ВЕ EPA £, Wg ~ B(10000,0.005), H пр = 50, про =49.75， 由 中 心 极限 
定理 有 Г 
Р(45 255) = Р(2<55) - P(E<45-1) ~ Ф| 7 
= 中 (0.78) -Ф( -0.78) =2Ф(0.78) -1 =2 х0. 7823 -1 =0. 5646. 
X n 充分 大 时 ， 二 项 分 布 也 近似 于 一 个 泊 松 分 布 ， 因 而 泊 松 分 布 也 就 同样 能 够 用 正 态 分 布 
来 近似 ， 注 意 到 泊 松 分 布 的 方差 也 等 于 入， 即 有 


55 +0. 5.— 50 44 +0. 5 – 50 
| /49. 75 








k +0. 5 – k — 0.5 – 
1 
Рёчк)=Ф|*'2^ . (6-48) 
在 本 例 中 取 和 A = пр = 50, 就 有 ©, 
| 55 +5- -50 44 + -50 
Р(45 <24=55) = P(£=55) - Р(ё<44) = Ф 50 Ф ву = 0. 5646- 


6-55 旅客 买 一 份 旅行 保险 交 保 险 费 20 元 ， 如 果 在 旅行 中 遇 事 故而 身亡 ， 保 险 公 
и] [в] Ж ИЧ] 20 万 元 . 设 这 一 类 伤亡 事故 的 发 生 率 为 p =0.000081， 假定 这 一 年 卖 出 了 
100 万 份 保险 ， 若 不 计 保 险 公 司 的 运营 成 本 ， 求 

(1) 保险 公司 亏本 的 概率 ; 

(2) 保险 公司 赚 到 500 万 元 的 概率 . 

E BERR, 保险 公司 收入 了 2000 万 元 ， 假若 发 生 赔 付 上 人 ， 则 当 Р > 100 Н], 
保险 公司 会 亏本 . 当 & <75 时 保险 公司 获 500 万 元 纯 收 入 ， 这 里 上 服从 二 项 分 布 ， 取 和 = 
np =81, JE £ 当 作 泊 松 分 布 用 正 态 近似 来 处 理 . 

(1) 所 求 概 率 为 


| Е Е z 
P(£>100) =1 ~- P(E<100) =1 - p| ——< — 
° A 
| 100 +0. 5 – 81 | 
=1 -o A -) =1 - @(2. 167) =0. 0197; 
(2) Р(ё<75) =- p( 2N) =@( -0.611) =1 - (0.611) =1 —0. 7291 =0. 2709. 






1. 随机 变量 服从 柯 西 分 布 {Cauchy distribution) ， 其 概率 密度 函数 为 
| 1 
АҢ) гау 


考察 是 否 有 数学 期 望 和 方差 ? . 
Ш 2. 设 的 数学 期 望 和 方差 都 存在 ， 且 DEZO © п СЕЕ, iE, En=0, Dn=1. 
| | VDE 
ш 3. 测量 儿童 身高 时 ， 合 去 多 出 整 厘米 的 部 分 而 记 为 X A AX, PERDA Е, ШЕШЕНЕ хд Ж 
X Ao A, 的 平均 值 为 z， 原 始 数据 的 均值 可 以 认为 是 天 + E£ =x+0. 5， 得 出 这 样 的 结论 涉及 哪些 随机 
变量 和 概率 论 理论 ? f | 
С н 


CC 








2] 题 六 


1. 医院 的 信息 管理 系统 把 和信 院 枪 伤 病人 按 伤势 ( 轻 , 中 重 ) 和 是 否 有 意外 保险 (有 、 无 ) 
分 类 编码 .观察 一 位 新 入 院 病 人 ， 应 该 归于 何 类 : (1) 写 出 该 试验 的 基本 事件 组 ; (2) 设 
А = 病人 是 重伤 ，B = 病人 没有 保险 ， 写 出 4、B 所 包括 的 基本 事件 ; (3) 事 件 4+B 包含 哪 
些 基 本 事件 ? 

2. 化 简 下 列 事件 

(1) (А+В)(А+В); (2) (А+В)(А+В)(А+В); (3) (А+В)(В+С). 

з. 电话 号 码 由 8 个 数字 组 成 ， 每 个 数字 可 以 是 0、1、….、9 中 的 任 一 个 ， 求 下 列 事件 的 

(1) 首位 不 为 0 的 号 码 ; (2) 没有 重复 数字 的 号 码 ; 

(3) 全 由 奇数 组 成 的 号 码 ; (4) 号 码 数 字 严 格 增加 的 号 码 . 

4. 为 了 减少 比赛 场次 ， 设想 把 20 个 球 队 分 成 两 组 (每 组 10 ВА) 进行 比赛 ， 求 最 强 的 
两 队 分 在 不 同 组 内 的 概率 . | 

5. 在 一 副 扑 克 牌 (52 3K) 中 任 取 4 张 ， 求 这 4 张 牌 花色 全 不 相同 的 概率 . 

6. 一 个 盒子 里 装 有 5 个 白 球 、4 个 红 球 和 3 个 黑 球 ， 另 一 个 盒 里 装 有 5 个 白 球 、6 个 
红 球 和 7 个 黑 球 ， 从 每 个 盒子 中 各 取出 一 个 ， 它 们 颜色 相同 的 概率 是 多 少 ? 

7. 期 未 复习 时 ， 数 学 课 的 张 教授 布置 了 10 道 综合 练习 题 供 学 生 考 前 热身 ， 并 且 告 诉 
大 家 ， 期 末 考 试 将 随机 地 包含 其 中 5 道 题 ， 临 考 时 ， 一 个 学 生 已 经 会 做 其 中 的 7 ҢЕЛ. Ж 
下 列 概 率 : (1) 她 做 对 了 5 道 题 ; (2) 她 至 少 做 对 了 4 道 题 . 

8. 有 一 种 游戏 用 的 转盘 ， 盘 面 三 等 分 ， 每 一 等 分 分 别 标 一 个 号 码 . 随机 转动 转盘 ， 
得 到 每 个 号 码 的 机 会 是 相等 的 .Tom 和 Jerry 用 三 个 转盘 来 玩 游戏 ， 转 盘 a 上 面 是 号 码 1、 
5、9， 转 盘 上 面 是 号 码 3、4、8， 而 转盘 c 上 面 是 号 码 2、6、7. 游戏 规则 是 ，Tom 和 
Jerry 各 选 一 个 转盘 并 转动 它 ， 谁 得 到 的 号 码 大 ， 谁 就 赢 . 两 人 同意 ，Tom 先 选 一 个 转盘 ， 
然后 ， 在 剩 下 的 两 个 中 ，Jerry 可 以 选 一 个 .Tom 和 Jery， 谁 的 胜率 更 大 ? 

9. 一 份 杂 志 在 其 订阅 者 中 调查 了 1000 人 人， 以 了 解 社会 对 于 AIDS 病人 的 态度 . 被 问 
询 者 按 其 职业 、 婚 和 否 、 受 教育 程度 统计 ， 初 步 获 得 数据 : 312 人 有 工作 ，470 人 已 婚 ，525 
人 大 学 毕业 ; 大 学 毕业 且 有 工作 者 42 人， 大 学 毕业 且 已 婚 者 147A, 已 婚 且 有 工作 者 86 
А; Хаа Пят РП 25 Л. Ер Ей, 

. 设 4CB， 化 简 下 列 概率 式 

(1) Р(А}В); (2) P(A|B); (3) P(B|A); (4) P(B |A). 

11. 证 明 : (1) P(A |В) =1 一 P(B |A) =1; (2) P(A|A+B)>P(A |B). 

12. 下 面 的 陈述 中 ， 哪 些 是 正确 的 ， 哪 些 是 不 正确 的 ? 斌 证明 或 举 反例 说 明之 : 

(1) # P(A) >0, MJ P(AB|A)=P(AB |А +B); 

(2) #P(A|C) >Р(В|С)Ә НР(А |С) >Р(В |С), MJ P(A) >P(B); 

(3) # P(A |C) >P(A|C)B P(B|C)>P(B |С), Р(АВ | C) >Р(АВ |С). 

13. 下 面 的 陈述 中 ， 哪 些 是 正确 的 ， 哪 些 是 不 正确 的 ? 试 证 明 或 举 反 例 说 明之 : 

(1) 4、B 相互 独立 ce>P(B|4) =Р(В |А); ; 

(2) A. B 相互 独立 es4、B 相互 独立 . 

14. 一 护士 负责 控制 三 台 理疗 机 ， 假 定 在 1 小 时 内 这 3 台 理 疗 机 不 需要 护士 照管 的 概 
率 分 别 为 0.9、0.8 和 0.7, 求 在 1 小 时 内 最 多 有 1 台 需 要 护士 照管 的 概率 . 

15. 某 医 疗 仪器 上 有 А, B 两 个 易 耗 元 件 ， 每 次 使 用 后 ， 需 要 更 换 A 元 件 的 概率 为 
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ра =0.3， 需 要 更 换 B 元 件 的 概率 为 ps =0.5, WK: 


(1) 第 1 次 使 用 后 就 要 更 换 元 件 的 概率 ; 

(2) 车 第 1 次 使 用 后 就 要 更 换 元 件 ，A、B 两 个 都 得 更 换 的 概率 ; 

(3) 第 3 次 使 用 后 才 需 要 更 换 元 件 的 概率 . 

16. 某 高 校对 于 男性 新 生体 验 ， 除 要 求 达 到 一 般 健 康 标 准 外 ， 还 要 求 没有 色盲 或 色 
弱 ， 没 有 近视 ， 身 高 在 1.68 米 以 上 ， 设 某 省 参加 高 考 的 学 生 中 色 育 或 色弱 占 3%， 近 视 占 
21%， 身 高 在 1. 68 米 以 上 占 18%， 间 考生 符合 该 校 体检 标准 的 概率 是 多 少 ? 

17. 某 医院 用 CT 机 和 超声 仪 对 肝癌 作 检 测 ， 车 单独 使 用 这 两 种 设备 ， 知 CT 机 的 检 出 
率 为 0.8， 超 声 仪 的 检 出 率 为 0.7， 现 同时 使 用 CT 机 和 超声 仪 ， 问 肝癌 被 检 出 的 概率 为 
多 少 ? 

18. 某 地 区 的 成 年 人 中 ， 曾 经 有 3% 的 人 有 过 自杀 企图 .该 地 区 的 成 年 人 中 20% 的 人 生 
活 在 贫困 线 之 下 .假定 ， 贫困 人 口 有 自杀 企图 的 比例 是 非 贫困 人 口 的 3 fä. 有 自杀 企图 的 
人 中 ， 多 大 比例 是 贫困 人 口 ? 

19. Jerry 参加 一 门限 时 60 分 钟 的 考试 . 假若 他 在 * 小 时 内 完成 考试 的 概率 是 x/2， 
(O=x=1). 已 知 到 45 分 钟 时 ， 他 尚未 完成 全 部 试题 ， 他 将 用 完全 部 时 间 的 可 能 性 有 
多 大 ? f 

20. 茶 种 动物 由 出 生活 到 20 岁 的 概率 为 0.8， 活 到 25 岁 的 概率 为 .0.4， 问 现年 20. 岁 
的 这 种 动物 活 到 25 岁 的 概率 为 多 少 ? 

1. 1, 2, 3 号 盒 中 都 各 有 10 个 球 ，! 号 是 2 黑 8 白 , 2 号 是 6 лал үч, з 号 是 7 в 
3 白 . 有 -全 > EHA 10 张 卡片 , 5 红 3 黄 2 蓝 ， 先 任 取 一 张 卡片 ， 视 颜色 在 某 盒 中 取 
出 一 球 ， 红 色 取 1 号 盒 ， 黄 色 取 2 号 盒 ， 蓝 色 取 3 EG: 

(1) 已 知 取出 了 黑 球 ， 最 有 可 能 是 抽出 了 哪 种 颜色 的 卡片 ? 

(2) 车 取出 了 白 球 ， 最 有 可 能 是 抽出 了 哪 种 颜色 的 卡片 ? 

22. 游艺 活动 中 ， 一 项 比赛 很 受 欢迎 ， 参 加 者 向 一 аааз TAER, A JLA 
近 投 进去 ， 工 作 人 员 就 往 一 个 空 袋子 里 放 几 个 和 白 乒 乓 球 ， 同 时 还 放 进 一 个 黄 乒 乓 球 ， 然 后 
请 刚才 的 参加 者 从 中 任意 摸 出 一 个 ， 如 果 摸 出 黄 乒 乓 球 就 可 以 去 领 一 份 奖品 ， 显 然 ， 若 三 
个 日 乒乓 球 都 投 中 了 。 则 从 中 只 有 一 个 黄 球 ， 那 肯定 获奖 即使 一 个 不 中 ， 也 还 有 1/4 的 
获奖 机 会 .假若 你 每 个 球 投 中 的 概率 都 是 0. 2， 你 获奖 的 可 能 性 有 多 大 ? : 

23. X 光 室 还 有 10 合同 种 类 的 X 光 感 光 片 ， 其 中 5 盒 为 甲 厂 生 产 ,， 3 盒 为 乙 厂 生产 ，2 ©; 
为 内 久生 产 ， 因 存放 了 一 段 时 间 ， 故 甲 、 乙 、 丙 三 厂 的 产品 失效 率 依次 为 1710. 1/15, 1/20, 
从 这 10 盒 中 任 取 一 盒 ， 再 从 取得 的 这 盒 中 任 取 一 张 X 光 片 ， 求 取得 有 效 品 的 概率 . | 

24. 茶 医 院 采 用 工 、 开 、 亚 、 丈 四 种 方法 医治 某 种 癌症 ， 在 该 癌症 患者 中 采用 这 四 种 
方案 的 百分比 分 别 为 0.1、0.2、0.25、0.45， 其 有 效率 分 别 为 0.85, 0.80. 0.70. 


，0.6， 问 : 


(1) 到 该 院 接受 治疗 的 患者 ， 治 疗 有 效 的 概率 尖 吨 少 ， 

(2) 如 果 一 上 患者 经 治疗 而 收效 ， 最 有 可 能 接受 了 哪 种 方案 的 治疗 2 

25. 一 束 中 子 流 照射 两 层 的 目标 ， 中 子 被 第 一 层 吸 收 的 概率 是 0.08 ,在 穿 过 第 一 层 后 
被 第 二 层 吸收 的 概率 是 0. 15， 问 中 子 穿 过 了 两 层 的 概率 有 和 多大? 

26. 某 种 眼病 可 致 育 ， 若 第 一 次 患 病 ， 致 育 率 为 0.2, 第 一 次 未 致 育 第 二 次 患 病 致 育 
的 概率 为 0. 5; 前 两 次 未 致 育 第 三 次 再 患 病 ， 致 育 率 为 0. 8 ， 试 求 ， 

(1) 某 人 两 次 患 病 致 言 的 概率 ; (2) 三 次 患 病 致 育 的 概率 . | 

27. 设 某 地 区 消化 性 溃疡 患 病 率 是 0: 03 ， 用 钢 餐 透视 进行 检验 ， 演 疡 患者 被 诊断 为 有 
BUSI 82%， 不 是 潢 疡 囊 者 而 被 诊断 为 有 演 疡 的 占 2%， 菜 人 经 钢 餐 透视 语 被 淹 时 НЕ 











DA, KALERA ЕДЕ Л? 

‚ 28. Tom 和 Jerry 都 是 医学 院 学 生 . Jery Ж — RAFI, РӘН Г. Jerry 委托 
Tom 假期 里 给 花 浇 水 . Ф Tom 记得 浇 水 ， 这 盆 月 季 花 仍 有 О. 15 BS BY ВЕЗЕ; = Tom 不 
记得 浇 水 ， 这 盆 月 季 花 有 0. 8 的 可 能 要 枯萎 Jerry 有 90% 的 把 握 相 信 'Tom 会 记得 浇 水 ， 试 
求 下 列 概率 : (1) Јепу 返 校 时 月 季 花 还 活着 ; (2)3 Jerry 返 校 时 月 季 花 死 了 ， 有 是 因为 Топ 
忘记 了 浇 水 的 概率 有 多 大 ? 

29. Ms Aquina 的 乳腺 瘤 被 怀疑 是 恶性 的 ， 所 以 刚 做 了 一 项 病理 学 检查 ， 过 几 天 就 会 
出 结果 .由 于 担心 自己 的 情绪 会 影响 周末 的 家 庭 聚 会 气氛 ， 她 要 求 她 的 医生 Tom 按 如 下 方 
式 通知 她 检验 结果 : Tom 自己 扔 一 次 硬币 ， 如 果 正 面向 上 ， 有 好 消息 就 打 电 话 ， 否 则 不 打 
电话 ; 如 果 反 面向 上 ， 则 无 论 消息 好 坏 ， 都 不 打 电 话 ， 这样 一 来 ， 即 使 Tom 没有 给 她 打 电 
话 ， 也 不 一 定 是 只 有 坏 消息 ， 设 a = P( Ms Aquina 的 乳腺 瘤 是 恶性 的 ) В = P(Ms Aquina 
的 乳腺 瘤 是 恶性 的 | Tom 没有 给 她 打 电 话 ). 

(1) 比较 a 和 8B 的 大 小 ; (2) 用 a 表示 B， 并 证 明 (1) 的 结论 

30. 设 母 鼠 一 胎生 4、5、6、7 只 小 鼠 的 概率 分 别 为 1⁄4. 1⁄3. 1⁄4. 126, RNA 
能 安然 活 过 哺乳 期 的 概率 为 .3/4， 求 有 5 只 小 鼠 渡 过 哺乳 期 的 概率 . 

31. 在 某 些 发 展 中 国家 里 ， 由 于 传统 和 经 济 方面 的 因素 ， 大 多 数 家 庭 都 想 要 男孩 . T 
生 和 医疗 条 件 的 不 足 ， 使 20% 的 新 生 儿 在 成 年 前 夭折， 假设 出 生 率 无 性 别 差异 ， 生 了 5 个 
ОШ НМ | 

. 某 类 灯泡 使 用 寿命 在 1000 小 时 以 上 的 概率 为 0.2， 求 3 个 灯泡 在 使 用 1000 小 时 以 
后 最 多 只 4 有 一 个 仍 未 损坏 的 概率 . 
33. 如 果 下 面 表 中 列 出 的 是 某 个 随机 变量 的 分 布 列 ， 未 知 常数 等 于 多 少 ? 
(1) ` (2) 





34. 设 某 种 药物 对 痔疮 的 治愈 率 为 80%, 现 独立 地 对 4 名 半 疙 病人 用 药 ， 求治 愈 病人 
数 寺 的 分 布 列 ， 并 指出 能 治愈 几 人 的 概率 最 大 ? 

35. 周末 ，Tom 和 Jerry 打 乒 乓 球 ， 每 球 Tom 得 分 的 概率 皆 为 p =0.6. 求 下 列 概率 : 
(1) 在 前 5 球 中 ，Tom 仅 得 2 分 ; (2) 到 第 4 pR Tom 才 得 第 1 分 ; (3) 在 前 5 球 中 ,没有 出 
现 平 分 ; (4)Tom 以 5:4 胜 第 1 局 ( 设 9 打 5 BE). | 


36. 某 种 溶液 中 含 微生物 的 浓度 为 0.3 只 /毫升 ， 现 从 500 毫升 溶液 中 随机 地 抽出 1 E 


升 ， 问 其 中 含有 2 只 微生物 的 概率 是 多 少 ? . 
37. 为 了 研究 一 种 专 灭 某 一 种 昆虫 的 杀 虫 剂 的 效能 ， 在 较 大 面积 上 喷 酒 了 杀 虫 剂 后 
把 这 一 片面 积分 成 若干 等 面积 的 小 块 ， 然 后 从 中 随意 选 出 若干 块 并 计数 里 面 还 活着 的 这 种 


虫子 ， 据 过 去 的 经 验 ， 每 块 平 均 可 以 发 现 0.5 个 活 虫 子 . 如 果 活 虫子 的 数量 服从 泊 松 分 


布 ， 求 随意 一 块 上 发 现 至 少 一 个 虫子 的 概率 有 多 大 ? 

38. 据 统 计 ,. 全 球 每 月 的 民航 空难 数 约 为 3. 5 次 ， 求 下 列 概率 : 

(1) 一 个 月 中 ， 至 少 有 两 次 荃 机 事故 ; z 

(2) 一 个 月 中 ， 至 多 有 一 次 坠 机 事故 ; 

G) 一 个 月 中 有 了 翟 机 事故 时 ， 至 少 有 两 次 坠 机 事故 . 

39. 某 实验 常用 较 大 型 动物 ， 第 一 次 做 实验 成 功率 为 0.4; 第 一 次 失败 的 可 用 第 二 只 
再 做 ， 其 成 功率 为 0. 6; 著 失 败 可 用 第 三 只 再 做 ， 成 功率 为 0.8; 第 三 次 失败 的 还 可 以 用 
第 四 只 再 做 。 这 次 无 论 成 功 与 否 ， 均 应 结束 实验 . | 

(1) 求 一 个 实验 结束 所 用 动物 数 的 分 布 列 ，; ` 
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(2) 若 有 5 人 进行 实验 ， 平 均 需 要 多 少 只 动物 ? 
40. 设 随 机 变量 的 概率 分 布 为 


P(£ =%) =. х=1. 2. 3. 4. 


x 


确定 4 МИН, 3EZ H; ё ВОЛЕ РАЗ. 
41. 设 连续 型 随机 变量 的 概率 密度 为 
Ах О<х=1 
f) = ñ 其 他 
(1) 确定 4 的 值 ; (2) 求 志 的 分 布 函数 ; (3) № ё ТЕТЕ [В] (0. 3,0. 7) рН Ж. 
42. 随机 变量 的 概率 密度 函数 为 


x О <х=1 
до = 1 < x <2. 
0 其 他 


Жы (1) 专 的 分 布 函数 Р(х); (2) P(£<0.5), P(é>1. 3), P(0.2 <£ <1.2). 

43. 设 随 机 变量 E 的 分 布 函数 为 F(x) =A + Barctanx， 求 常数 4、BB Ж ё 的 概率 密度 
БЫ Ж. | 

44. A. BATERI EA š zF AE £ А B) a £ R AKE. 某 街 马 正好 在 两 个 责任 区 
的 结合 部 ， 因 此 ， 每 隔 10 分 钟 有 一 辆 A 局 的 警车 通过 ， 每 隔 15 分 钟 有 一 一 辆 В 局 的 警车 通 
过 ， 两 车 通过 此 处 的 时 间 相 互 独立 一 个 小 姑娘 拾得 巨 款 ， 她 不 露 神色 地 来 到 街 口 等 待 管 


车 通过 ， 哪 个 车 先 到 就 乘坐 哪 一 辆 车 去 警察 分 局 上 交 拾 球 . (1) 求 小 姑娘 候车 时 间 不 超过 


3 分 钟 的 概率 ; (2) 如 果 小 姑娘 候车 时 间 不 超过 3 分 钟 ， 她 去 B 局 的 概率 . 
45. 军 演 时 ， 参 演 部 队 沿 А, B 之 间 长 100 公里 的 山区 公路 展开 . 指挥 部 决定 沿线 设 3 


个 急救 站 ，A、B 点 及 其 中 间 点 各 设 一 个 ， 任 有 人 员 发 生 伤 病 ， 缘 送 往 最 近 的 急救 站 .， 假 


定 ， 在 这 100 公里 的 区 间 内 任何 一 点 出 现 伤 病员 的 可 能 性 是 相等 的 .一 位 参谋 建议 ， 把 急 
救 站 设 在 距 A 点 25、50 和 75 公里 处 ， 指 挥 部 采纳 了 他 的 建议 ， 为 什么 ? 

46. 假设 人 们 打 一 个 电话 ， 通 话 时 间 服 从 参数 为 和 A =1/10 的 指数 分 布 ， 当 Jerry 来 到 电 
ИЕ ЕҤ, Tom 抢先 挤 了 进去 . Ж ЕУ: 

(1) Jerry 至 少 等 待 了 10 分 钟 ; 

(2) Jerry 至 少 等 待 了 20 分 钟 ; 

(3) Jerry 等 待 了 10 分 钟 ， 他 还 得 再 等 10 分 钟 以 上 、 

47. 5 &- М(3,2?), WR: 

(1) Р(2<ё<5); (2) Р(-3<ё=<8); (3) P(£>3); (4) P(-2s¢<8). 

48， 从 服用 放射 性 标记 药物 的 动物 尿 样 中 测 到 的 放射 量 服从 N (284 ,20° ) 的 正 态 分 布 
( 按 单位 /分 钟 计 算 ) Ж: 

(1) 放射 量 大 于 300 单位 /分 钟 的 概率 ; (2) 放射 量 在 [250,300] 单 位 /分 钟 的 概率 . 

49. 指纹 鉴别 中 的 一 个 重要 指标 是 10 个 手指 中 共有 和 多少 个 兰 纹 ， 假 定 其 数量 近似 服从 
N(140,502) ， 试 求 下 列 概率 : (1) 一 个 人 的 状 纹 数 等 于 或 大 于 200 个 ; (2) 少 于 或 等 于 100 
个 ; (3) 在 100 个 到 200 个 之 间 ; (4) 如 果 某 一 人 群 共有 10000 A, 预期 其 中 有 :多少 人 至 少 - 
有 200 THA? 

50. Жие E ИЕ БЕЗ 8939] Ж ЖЕЗ E {ШЙ ЈЕ, TE ХЕ ГАЕС Е ДЛ ИНВЕ Ж 
说 ， 这 个 年 龄 服从 N(9.5,9)， 那 么 一 个 男孩 因此 病 第 一 次 被 送 到 医院 来 时 ， 他 的 年 龄 在 : 
(1)8.5 Æ 11:5 岁 间 的 概率 ; (2) 大 于 10 岁 的 概率 ; (3) 小 于 12.5 岁 的 概率 . 

51. 某 大 学 新 生 中 有 5000 名 男 同学 ， 其 身高 (cm) 服 从 分 布 N (168,5°). 若 要 求 战斗 





机 飞行 员 的 身高 在 168 ~ 175cm 之 间 ， 大 约 多 少 名 男 同 学 ， 其 身高 合乎 其 要 求 ? 如 果 男 同 
学 中 仅 О. 5% 的 视力 达到 飞行 员 的 标准 ， 综 合 考 虑 身高 和 视力 ， 又 有 和 多少 名 男 同学 合乎 其 
要 求 ? ' 

52. 某 省 若 于 年 里 高 考 总 分 的 分 布 服从 W(440 ,10` ) ， 预 计 当 年 录取 率 为 10%,， 那么 录 
取 线 会 划 到 多 少 分 以 上 ? ‚ 

53. 拔河 比赛 ， 双 方 各 出 3 男 2 w, 成 单列 对 阵 ， 从 中 心 往 两 边 的 位 置 依次 记 为 1， 
2, 3, 4, 5 号， 以 & 表 两 边 相 同位 置 上 两 选手 同性 别 的 对 数 ， 则 & 的 分 布 列 为 : 


£ s 1 3 5 
P 0.3 0.6 0.1 


求 去 的 数学 期 望 、 方 差 和 标准 差 . 
54. 设 随机 变量 上 二 有: P(E =a) =0.5, Р(ё=1) =b, Р(ё=6) =0.2, Н Её=1. Ж 
а. b I Dé. 
55， 随 机 变量 上 分 别 以 概率 0.4、a、 和 ec 取 值 1、2、3、4， 并 且 琵 =2，Bp=1 Ж 
a. b. c. 
56. 设 随 机 变量 АР РЕК. 


Асов°х, |х|=-©; 


оз Sh . 


дә =}. к> 
试 求 : (1) А ИК; (2) Eg, Рё. 
57. 设 在 1 小 时 内 1 名 男子 分 泌 的 胆固醇 量 7 在 [0,W] 之 间 ， 其 密度 函数 为 : 


一 t = # = 
ДО) = (О<г<М). 


(1) M 09 УХ АЊА? 等 于 多 少 ? (2) 1 小 时 内 分 泌 的 胆固醇 量 7 少 于 M/2 的 概率 
有 多 大 ? (3) 了 在 10,2j 之 内 的 概率 有 多 大 ? (4) 试 求 出 e(T) 和 D(7T); (5) 任 选 三 男 
子 ， 求 至 少 一 人 了 >2 的 概率 ; (6) Жы, 使 t, WS JE. P(T<tn) =P(T >t.) =0. 5. 

58. 某 医院 每 周一 次 从 血液 中 心 补充 其 血液 储备 .假若 每 周 消 耗 之 单位 ,Et 的 密度 函 
数 是 f(x) =5(1 -x)*, О<х<1. 医院 的 储备 规模 应 该 有 多 大 ， 才 能 保证 一 周 内 血液 被 用 
完 的 可 能 性 小 于 0. 017 

59. 用 B 超 测量 胎儿 顶 径 时 ， 会 有 一 定 误差 ， 假 设 误差 服从 N(0,1.252). WIES 
方案， 医生 要 求 测量 误差 不 超过 一 个 单位 ， 问 测量 三 次 至 少 一 次 达到 要 求 的 概率 有 多 大 ? 

60. 美国 某 个 州 的 居民 月 自杀 率 为 p =1/100000( 4 100000 人 中 有 一 人 ).， 这 个 州 的 州 
府 有 人 口 约 40 万 人 . ТИ Ж; 

(1) 一 个 月 中 有 至 少 8 人 自杀 ; 

(2) 一 年 里 至 少 有 两 个 月 ， 每 月 自杀 人 数 大 于 等 于 8 А. 

61. 10 只 野鸭 从 10 名 猎人 头 上 飞 过 ,这 10 名 猎人 独立 地 瞄准 任意 一 只 有 鸭子， 并 且 一 
起 开火 .他 们 击 中 目标 的 概率 都 是 0.6. R: (1) 平均 有 几 只 野鸭 成 为 目标 ? (2) 10 只 
野鸭 都 被 击 中 的 概率 ; G) 平均 有 几 只 野鸭 被 击 中 ? 

62. 预警 系统 发 现 有 10 枚 弹道 导弹 来 袭 ， 立 刻 发 射 了 50 枚 反弹 道 导 弹 . 假设 每 枚 反 
弹道 导弹 都 独立 地 等 可 能 地 上 采 和 住 这 10 枚 弹道 导弹 中 的 某 一 枚 ， 并 且 以 0.1 的 概率 命中 所 
瞄准 的 目标 . | 

(1) 对 于 弹道 导弹 上 ， 求 瞄准 它 的 反弹 道 民 弹 数 的 分 布 , k=1,2, 10; [提示 :考虑 
泊 松 近似 ] 
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(2) 求 平均 有 几 枚 弹道 导弹 被 盯 住 ; 

(з). 求 平均 有 几 枚 弹道 导弹 被 击 中 . 

63. Тот 初次 下 并 去 了 解 矿工 们 的 健康 条 件 时 ， 就 赶 上 了 事故 ， 事 发 时 他 正 独处 矿 道 
的 Y 型 结合 部 .不 熟悉 环境 的 他 ， 黑 暗中 只 好 摸索 着 随机 地 从 一 条 矿 道 走 开 . 如 果 他 选中 
矿 道 A，3 个 小 时 后 能 平安 达到 地 面 ; 车 选中 矿 道 B，5 个 小 时 后 他 将 回 到 原 处 ;要 是 他 从 
矿 道 C 离开 ， 则 会 在 7 个 小 时 后 转 回 原 处 ， 问 : (1) 平均 要 多 少 小 时 ， 他 能 平安 达到 地 
面 ? (2) 假定 他 不 停 地 在 黑暗 中 走 着 . 如 果 他 最 多 只 能 坚持 24. 5 小 时 ， 他 最 终 自 己 走出 
地 面 的 概率 . = 


第 七 章 线性 代数 初步 


、 线 性 代数 是 从 解 线性 方程 组 和 讨论 二 次 方程 的 图 形 等 问题 而 发 展 起 来 的 一 门 数学 学 
Ж}. 线性 代数 主要 是 研究 抢 阵 和 向 量 间 的 线性 关系 的 一 个 数学 分 支 ， 它 在 工业 、 农 业 、 科 
学 技术 领域 中 有 着 重要 的 应 用 ， 特 别 是 计算 机 技术 的 发 展 和 普及 ， 更 加 促进 了 线性 代数 的 
广泛 应 用 和 发 展 ， 线 性 代数 对 以 后 学 习 生 物 医学 统计 、 多 变量 分 析 、 模 糊 数学 、 牛 物 数学 
是 不 可 缺少 的 基础 知识 . 

本 章 主要 介绍 矩阵 理论 、 线 性 方程 组 和 n 阶 行列 式 的 计算 ， 以 及 矩阵 的 特征 值 和 特征 
向 量 ， 它 们 既是 线性 代数 的 主要 基础 知识 ， 又 是 一 种 计算 工具 . 


第 一 节 {т 列 =Ç 


本 节 介 绍 行列 式 的 定义 和 计算 方法 及 克 莱 姆 法 则 ， 为 解 一 般 的 线性 方程 组 及 其 他 应 用 
作 准 备 . | 


一 、 行 列 式 的 概念 和 计算 


行列 式 是 解 线 性 方程 组 的 有 力 工 具 ， 可 由 求解 二 元 和 三 元 线性 方程 组 着 手 ， 引 进 二 阶 
和 三 阶 行列 式 ， 然 后 推广 到 nn 阶 行列 式 . 
回忆 初等 代数 里 解 二 元 或 三 元 线性 方程 组 的 加 减 消 元 法 .例如 求解 二 元 方程 组 


ИИ + ах, = б, 


д 


(7-1) 


ах + a,x, = b, 


设 аа» — apt =0, 可 用 消去 法 解 得 


bian — а,Ь,» arb, — Буа» . “М 
Х| = ————— , x, = V : 
аа» — asa) ` аца» -apay ` 
为 了 用 另 一 种 方法 求解 二 元 线性 方程 组 ， 引 进 记号 
ап а, b, аһ a, b, 
таа — аа ; =b a, – 416, ; | =а6, – Баһ. (7-2) 
ад an b, an a, b, 




















它们 都 称 为 二 阶 行列 式 ， 它 们 含有 两 行 、 两 列 ， 横 写 的 叫 行 ， 竖 写 的 叫 列 、 从 上 式 可 知 ， 
二 阶 行列 式 是 两 项 的 代数 和 ， 一 项 是 从 左上 角 到 右 下 角 的 对 角 线 上 两 个 元 素 的 乘积 ， 取 正 
号 ; 另 一 项 是 从 右上 角 到 左下 角 的 对 角 线 上 两 个 元 素 的 乘积 ， 取 负 号 .如 果 将 式 (7-2) 中 
的 三 个 二 阶 行列 式 分 别 记 为 也 、D р,, ŽE р 不 为 零 时 ， 二 元 线性 方程 组 (7-1) 式 可 
用 二 阶 行列 式 得 到 与 消去 法 同样 的 解 ， 即 ко 
р, D, i 
Х| = р. х, = 
二 阶 行列 式 D 进一步 表示 成 : 
|@, ap 


_ ~ k(12) y (2 
= ( — 1) аа 十 (- 1)“ азах = >, (- 1) © a, 1 22," 
WU2) 


即 二 阶 行 列 式 是 一 个 数 ， 其 值 由 21 项 代数 和 构成 ， 每 一 项 都 取 自 不 同行 不 同 列 的 两 个 元 
素 之 积 ， 再 乘 以 ( 1) 其 中 (jij,) 称 为 逆序 数 ( 即 各 项 因子 的 第 一 个 下 标 按 自然 顺序 
排列 后 ,第 二 个 下 标 出 现 多 少 次 “下 标 数 小 的 反而 在 下 标 数 大 的 后 面 *)， 这 里 wa 的 道 序 
ЖОЕ(12) =0, аза, ЙЛ (21) =1, ERRIA. j 两 个 数 所 有 排列 求 和 ， 决 定 共 有 








а} а 
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21 个 项 求 和 ， 
对 于 三 元 线性 方程 组 


G (X, ARX + аз; =b, 
ах + CQ22X2 + азхз = by (7-3) 
G, X + ау. + аззх; = b, 


解 一 般 的 三 个 方程 的 三 元 线性 方程 组 可 以 引出 下 面 的 三 阶 行列 式 ， 记 


pr: ау 4р а; b, an аз 
D = |а а аљ |, D, = b, an Gs]; 

а аз аз b, аз аз 

ау b а; ау ap b, 

D, = |а, b, anj, D, = |а “q b, 

ац b, аз ау ay b, 


在 三 阶 行列 式 D 中 ， 可 按 十 字 交 又 法 得 到 不 同行 不 同 列 的 3 个 元 素 的 乘积 ， 共 有 6 项 ， 实 
线 上 的 三 个 元 素 的 乘积 构成 的 三 项 都 取 正 号 ， 虚线 上 的 三 个 元 素 的 乘积 构成 的 三 项 都 取 
nE, Е | ! 


Aana + Aayan + аа 03) 





' 、 一 412383 — G G, Gy, 一 G G, Gai + | 
не ос еН Ҥй PE kUJ) УБ 0. 2. 2. 1. 1. 3, MERK X jS b. Л 
三 个 数 的 所 有 排列 求 和 ， 决定 共有 31 个 项 求 和 . 所 以 三 阶 行列 式 D 可 表示 成 : 

— _ БОЗ) 
Р => 4 1) ai G, Gs, • 


定义 7-1 п 阶 行列 式 (n-order determinant) 


a a а 
21 22 2р — > ( — 1 ) 00У) ад А a 99 "4 
- . $ А їл 22 "in 
Gizen) 
aal С 52 а an 


EH п М а, (1 = 1,2,3, :--,п;ј =1,2,3,…,n) 通 过 上 式 所 确定 的 一 个 数 ， 其 中 ， 
“ 5 ”表示 对 jj 所 有 nn 元 排列 求 和 ,共有 nt! 个 项 求 和 ， 和 式 中 每 一 项 都 是 由 


GU in) 
取 自 行列 式 中 所 有 了 既 不 同行 又 不 同 列 的 n ERRERA 1), жн kG 
让) 为 n 个 元 素 的 第 一 个 下 标 按 序数 的 自然 数 顺序 排列 后 ， 其 第 二 个 下 标 排列 的 逆序 数 . а, 
. 称 为 行列 式 的 元 素 ，n 为 行列 式 的 阶 : 

由 行列 式 定义 可 知 ， 一 阶 行列 式 | а, | 是 一 个 数 a ， 不 是 a 的 绝对 值 ， 二、 三 阶 行列 
式 可 按 十 字 交 又 法 计算 结果 . 但 四 阶 以 上 的 行列 式 按 定义 计算 就 很 麻烦 .为 了 使 四 阶 以 上 
行列 式 计 算 简 单 化 ， 可 引进 余子 式 和 代数 余子 式 的 概念 . | 

E п 阶 行列 式 中 ， 把 元 素 a ТЕА i ЯП у ПЕ, RFR n – 1 阶 行列 式 叫 
做 元 素 a; 的 余子 式 (complement minor) ， 记 М,; 而 M RRRS 1) SS. nG 
Ж wj 的 代数 余子 式 (algebraic complement) , 用 符号 4, 来 表示 ， 即 4, =5(-1) M; 

例如 四 阶 行列 式 








中 元 素 а, 的 余子 式 和 代数 余子 式 分 别 为 
ау ар Gua 
М» = |а аз ayj, Аз = ( - 1)” M, = ~ М}. 
C4 ар алм | 
有 了 代数 余子 式 的 概念 ， 我 们 给 出 行列 式 的 另 一 定义 : 
XxFznz2, # n 一 1 阶 行列 式 已 经 定义 ， 则 规定 n 阶 行列 式 为 由 nn 个 数 得 到 的 下 列 展 
F 


а ар G|, 
a a .. а 
21 22 2һ . 
D, = | = аА +а4 +… +а,А,› 
G, Чы аһ 


Еф A =(-1) VMj(j=1,2,…,n). M Æ a RFR, BE D, 中 划 去 第 一 行 和 第 j 列 后 
得 到 的 (n -1) 阶 行列 式 ，4, 称 为 a 的 代数 余子 式 ，D, 也 可 简 记 为 D 或 fa,|,. 
有 了 代数 余子 式 的 概念 ， 可 以 把 高 阶 行列 式 化 为 一 些 较 低 阶 的 行列 式 来 计算 行列 式 
的 值 . 
定理 7-1 n 阶 行列 式 等 于 它 的 任 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 与 其 相对 应 的 代数 余子 式 乘 积 之 
#1, Вр | 
D =a,À, +a,A, +… +a A, ( 按 第 i 行 展开 ) 
(D =ajAyj +ayA; +… +awh4,, 这 是 按 第 j 列 展开 的 ). 
这 个 定理 亦 称 为 行列 式 按 行 ( 列 ) 展开 法 则 . 定理 证 明 略 . 
在 运用 定理 7-1 计算 行列 式 时 ， 我 们 总 是 按 含 0 最 多 的 行 或 列 来 展开 行列 式 ， 因 为 0 
位 置 的 代数 余子 式 乘 以 0 后 仍然 是 О. 
例 7-1 计算 
7 1 -1 1 
- 13 1 3 =i 
0 0 1 0 
-5 —5 .3 ol. 
O BEH 7-1 将 行列 式 D 按 第 三 行 展开 ， 因 为 除 a =1 外 ， 其 余 的 ан, as, а, 
230, Р 展开 后 得 


Р = 














7 1 1 7 1 1 
D =0 +0 +1. ( -1)?* | -13 1 -1|+0=|-13 1-1 
-5 -5 ol- -5 -5 0 
=( —5)( -1)3*! 1 +( -5)( —1)?*? 7 1 ‚0 
I -1 | -13 -I 
=( —5) :- (1) - ( —2) +(-5) : ( -1) -: (6) =10 +30 =40. 
例 7-2 证 明 
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a. а 3 ... є. 


ШЕ ”由 定理 7-1 将 行列 式 按 第 一 行 展 开 ， 下 一 个 n-1 阶 行列 式 再 按 第 一 行 展开 有 


а) О ... О @зз O „= ья O 
a a ... O a алм О 
+1 | 37 33 _ үн | 和 
D =a, ° (~1) . . „|, В=а а ° ( -1) . 
í 
а Яа. з ... а, ап а з бз t. а nn 


这 样 逐 步 推 下 去 ， 则 得 到 D = Gi ° an ° азза, „. 
例 7-3 计算 下 列 三 角 行 列 式 


О 0 Cn aG, “d Ain 
: .. d, n-i а. а, а», О 
- ! Ą æ. ` + + ж 
О . * > : . * 
ал м Q an |. O 0 ' 
解 ч ` 
0 О а, о. O 4 „-\ 
: . а, п-1 An г. аз п-2 Әз n-i 
: [+n п 
. . . = Ain ° ( = 1) ° „ „ 
О . . : 0 . 2 
аһ а Кын а г ал а 22 s. Пл 1 
_ (п+1) +п+(п-1)+е+2 ... __ (п+2) +п+ (п-1) +1 
=(-1) а I G. - Cn i= ( -1) Qinti nl 
п(п+1) п(п+1) пп +3) = ` 
n 十 + 
= ( - 1) 2 Aint ,- 4 м T = ( _ 1) G| ,G, l aa 
п(п-1) 
= ( _1) 2 G G, „-1°7°'@ ш. А 
= 4 
同 理 可 得 


二 、 行 列 式 的 性 质 与 计算 


行列 式 性 质 在 行列 式 计算 和 线性 代数 理论 及 其 应 用 中 发 挥 重要 作用 . 
(一 ) 行列 式 的 性 质 ` F 


ау а, v а, 


“| 的 行 依次 变 为 列 ， 就 得 到 一 个 新 行列 式 


+ 


如 果 把 阶 行列 式 D = | “> 


nl аш ** @ 


пп 


174 








则 DT пи D 的 转 置 行列 式 . 
性 质 7-1 n 阶 行列 式 的 值 等 于 它 的 转 置 行列 式 的 值 . 
性 质 7-1 说 明 在 行列 式 中 行 与 列 的 地 位 是 对 等 的 ， 因 此 , :行列 式 凡 是 对 行 成 立 的 性 
对 列 也 同样 成 立 . 
性 质 7-2 互 换行 列 式 的 两 行 ( 列 ) ， 则 行列 式 变 号 . 
性 质 7:3 ”车 行 列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 元 素 对 应 相同 ， 则 行列 式 的 值 为 零 . 
事实 上 ， 将 行列 式 D 中 相同 两 行 ( 列 ) 元 素 对 换 ， 行列 式 本 身 并 未 改 变 ， 但 其 值 由 性 
质 7-2 知道 D = -D,. 由 此 得 出 D =0. 
性 质 7-4 ”行列 式 某 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 乘 上 荣 数 此 过 0) ， 等 于 ЖЕТУ, 即 


a 


а а Ain а, ау Ain 
: : | 
ka, ka, ka, | =kl|a, an а 
F ` 
ал аә "°. G, G. Go s. Apn 
性 质 7-S ETIA T УП) 的 各 元 素 是 两 项 之 和 ， 则 此 行列 式 等 于 两 个 行列 式 之 
FH, BẸ ü 
а G а, ар ар а, ар ар а! 
aa + bi 2 +b an +b, |= |а aa аһ |+ | Бы b, Di 
ns . . . 
他 nl а а an Aai am `. ам ал An `... A nn 


性 质 7-6 车 行列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 元 素 对 应 应 成 比例 ， 则 行列 式 等 于 零 . 

证 设 行列 式 的 第 i 行 ( 列 ) 的 各 元 素 为 第 j 行 ( 列 ) 对 应 元 素 的 & 倍 ， 由 性 质 7-4 可 把 
k 提 到 行列 式 符号 的 前 面 ， 这 时 行列 式 第 i、j 两 行 ( 列 ) 已 经 相同 ， 再 由 性 质 7-3 可 知行 列 
REFF. | | 

ТЕ 7-7 将 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 乘 上 一 个 常数 k 后 加 到 另 一 行人 列 ) 上 上 去， 行列 式 的 
值 不 变 . 

证 REAR T k. 倍加 到 第 i 行 上 去 ， 由 行列 式 性 质 7-5 和 性 质 7-6， 有 


а ` а а), 
аһ +ka, аз + ka, = G, + ka, 
а ар аһ 4 
. p 。 
а 1 а 2 а, 
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в ау Ain aG, ар A an ар ау Gin 

ад an аһ ал ар аһ а а Q in 
= т : + k + а = 

а ар а а G, + а, a. п 


nn dn GG, ` лп п Сы 


性 质 7-8 若 行 列 式 中 有 一 行 ( 列 ) 元 素 全 是 零 ， 则 行列 式 等 于 零 . r 
(二 ) 行列 式 的 计算 
利用 行列 式 的 性 质 和 行列 式 展 开 定 理 可 简化 行列 式 的 计算 .读者 可 通过 例题 掌握 运算 





规律 和 特点 . 
例 7-4 计算 
1 0 1 З [ 
р 1 — 1 4 2 的 什 
“|-1 -1 2 3 | 
3 3 1 1 
解 ” 将 行列 式 第 1 472F5]3E( -1)、1 及 ( -3)， 加 到 第 2、3、4 行 上 ， 得 到 
1 О 1 3 
一 ] 3 -1 
0 -1 3 -1 | | 
D = | =1. (1-1). | —1 3 б |. 
О —1 3 6 
3 -2 —8 
10 3 -2 —8 
再 把 第 1 行 乘 以 ( -.1) 后 加 到 第 2 行 ， 再 按 第 2 行 展开 得 
— 1 3 一 1 | 
| 2+3 _1 3 
D = О 0 7| =7x( —1) =49. 
3 —2 ` 
3 -2 -8 
а aiz 413 Ain ‚ 
1 O а, az 7 а, | 


把 n 除 行 列 式 O О азз Bi аз, 


| О О 0 e. аһ 
称 为 上 三 角形 行列 式 ， 形 如 例 7-2 的 行列 式 称 为 下 三 角形 行列 式 ， 它 们 统称 为 三 角形 行列 
A EIR, n 阶 三 角形 行列 式 等 于 它 主 对 角 线 上 元 索 的 乘积 ajaway…ai. 

对 任意 的 阶 行列 式 可 用 行列 式 性 质 将 其 化 为 三 角形 行列 式 ， 这 时 n 阶 行列 式 的 值 即 
为 主 对 角 线 上 的 元 素 相 乘 的 积 . 


例 7-S 计算 
-2 5 -1 3 
р„| 1 -9 13 7 的 什 
3 -1 5 -5. 
2 8 -7 -10 


R 互 换 1、2 两 行 ,第 1 47382. ( -3)、( -2) 后 分 别 加 到 第 2、3、4 行 . 
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1 -9 13 7 
– 2 5 -1 3 
3 一 | 5 —5 26 -34 -26 
2 8 -7 -10 26 -33 -24 
将 第 2 行 分 别 乘 2 后 加 到 3、4 行 ; 以 后 计算 类 似 、 利用 计算 上 三 角形 行列 式 结果 有 
` 1 一 9 13 7 


-9 13 7 


-13 25 17 


1 -9 13 7| | 
lo 213 25 17 0 -13 25 17 
D=- o o 16 8| |9 0 16,8 
0 0 17 10 о о O 2. 


( —1) + (1-13) +16: (2) 2312. 


推论 7-1 行列 式 任 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 另 一 行 ( 列 ) Н0Х py pO АКА TARIR L ЯП 


等 于 零 . 即 
аА +а,А,, + ° +a, A, =0, iJ; 
或 ~ aÅ +а Аз + +а„А„=0, 197. 
ШЕ Жі <, 53998175150 
а) G, v G|, 
аг ap с аһ =Ж?їт 
D, = 
ад аг аһ < 一 第 了 行 
аһ аш) s. A nn 


其 中 第 i 行 与 第 j 行 对 应 元 素 相同 ， 故 D, =0. 再 把 D, 按 第 j 行 展开 ， 由 
| D, =aia4i +а,Ар + +a,A,. 
所 以 a, À, +a,A, ++ +a,A, =0, 157. 
土 述 证 法 如 按 列 进行 ， 同 理 可 证 机 
| аА, +а Ау + +a A; =0, із]. 证 毕 . 


例 7-6 计算 行列 式 


а a xX ' 


解 ” 此 行列 式 的 特点 为 : 各 列 ( 行 ) 元 素 之 和 相等 ， 故 把 下 边 各 行人 (右边 各 列 ) 加 到 第 
一 行 ( 列 ) 上 去 . 


х+2а x+2a x+2a 1 1 1 
r, +r, +rs 
一 a x а = (х +2а) ° |а а 

а а ж а а 

1 1 1 

г = аг 
==——=(х+2а)|0 x-a 0 |= (х + 2а) (х -а)?. 
r3 агі 


: О О х-а 


对 于 (7-3) 式 含有 3 КАП х. x,, z, 的 3 个 线性 方程 组 ， 可 用 三 阶 行列 式 来 解 ， 
车 行列 式 D 的 值 不 为 零 ， 其 解 为 : 
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= 7: 
同样 对 于 含有 nm 个 未 知 数 xx %,. 的 nn 个 线性 方程 组 的 解 . 
对 于 含有 个 未 知 数 、n 个 线性 方程 的 方程 组 


ах, +а„х, ++ а, =b, 


Р, 
x, = р’ 


x Хз = 


ПЯ HED FERRITIN ETE, BH 


则 方程 组 有 唯一 解 


其 中 D, 是 把 系数 行列 式 D 中 第 j 列 的 元 素 用 方程 组 右 端的 常数 代替 后 所 得 到 的 n 阶 行列 


IR, Вр 


р, 


D 


G, X| + ах 十 … + G, X, = b, , 
QIXI Фа) 十 … +G, х, =b. 
G, G Ain 
G, ap а», 

D = 天 0 ， 
а л а 2 А an 
П. 
= — ч -m ` +. 
x= p (7=1,2, ‚п.). 


УХ ЭЙ. ЖЕ FH ya ЗЕЛ ЕИ] ЖЕ p ek БЕ Эу FERH н r 25. 
17-7 ”用 克 莱 姆 法 则 求解 线性 方程 组 ` 


а ар -1 b, а j+l 
` 
G| 3 ;-1 b, 43 +1 
D. = 
j 
Anl @aj-i b, а, +1 


Зх, +2х, – x, —2x, =6, 


解 ” 首先 检验 系数 行列 式 不 为 零 ， 即 


1 -1 
3 2 
Р = 
4 3 
i2 ‚0 
-1 5 
ejec 
= | -1 7 
-1 2 
| i | 
| -3 4 
-5 —1 
6 2 
D, = 
.| 0 3 
0 0 
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2x, — X; = О. 
0 .2Im-y3rll р 0 
-1 -2 0 5 z-i 
-1 -1 -4 0 7 -1 
-1 0 ra -2r 10 2 – 1 
-8| |1 5 -8 1 5 
rł =r] 
-9|=|1 7 -9| = 2 
r3 一 了 
-4 h 2 - 0 


| =2x4 = -1) x( —3) =5=0. 


0 2 1 

一 1 – 2 3 
=10, D, = 

—1 一 | 4 

— 1 0 2 


а 


п 





l -1 -3 2` 1-21 0 -5 

3 2 6 —2 3 2 -l1 6 
D, = =20, р, = | = _25. 
4 3 0 -li . 14 3 —1 0 
2 о о O |2 0 -1 O 
由 克 莱 姆 法 则 求解 线性 方程 组 的 方法 知 : | 
| D . D D D 
wa = 52, x = = 一 3 ， ху = 7 =4, х, => = -5 
— -fje 
BË Ж Е 


一 、 和 矩阵 的 概念 


我 们 经 常 在 研究 一 些 变量 与 男 一 些 变量 之 间 的 相互 关系 时 可 利用 一 种 和 矩形 数 表 ， 如 ， 
对 某 中 学 学 生 身 高 体重 的 测量 ， 得 到 如 下 一 份 统计 表 : 


АЖ N 体重 kg 





1.4 ` 2 16 4 2 0 
1.5 | 8 100 80 - 20 10 
1.6 30 120 7 15. 120 30 
1.77 ` 15 30 120 © 150 120 
1.8 0 l 2 8 10 





反映 身高 与 体重 这 种 关系 时 也 可 将 上 面 表格 写成 一 个 简化 了 的 5 行 5 列 的 矩形 数 表 
20 16 4 .2 0 
80 100 80 20 10 
30 120 150 120 30|. 
15 30 120 150 120 
0 1 2 8 10 
如 果 只 反映 1.5 米 与 体重 的 关系 ， 则 可 表示 为 1 行 5 列 的 数 表 
[80 100 80 20 10]. 
如 有 果 只 反映 60kg 与 身高 的 关系 ， 可 表示 5 行 1 列 的 数 表 
-141. 
80 ‚ 
150 |. 
120 
2 | 
我 们 把 这 种 数 表 称 为 矩阵 (matrix)， 从 以 上 实例 中 抽象 出 来 ， 为 了 更 便于 解决 各 种 理论 问 
题 和 实际 问题 ， 我 们 定义 和 矩阵. 
定义 7-2 由 mm xn 个 数 排列 成 т ÍT п 列 的 数 表 


а} аә а 
а: an Aan 

А = 
Ја а тә, а mn 


179 








叫做 m xn ERE, QX m x n 1 ПИШЕ Б 4 的 元 素 ，oy 电 做 矩阵 4 的 第 i IT лж. Jú 
素 是 实数 的 矩阵 叫 实 和 矩阵， 我 们 主要 讨论 实 矩阵 ， 和 矩阵 简 记 4 = (ау) nA = (a). 

当 m =n BF, А К п 阶 方 阵 ， 记 为 4 = (a;),. 

值得 注意 的 是 nn 阶 方 阵 4 与 n 阶 行列 式 是 不 同 的 两 个 概念 ，n 阶 方 阵 是 一 个 由 n x n 个 
元 素 组 成 的 矩形 数 表 ; W n 阶 行列 式 则 表示 按 一 定 法则 计算 的 一 个 数 . 

RATIER А = [а ;a,,… a, PRATA, TERE (row matrix); 只 有 一 列 的 
Ж РЕ 


称 为 列 向 量 或 列 和 矩阵 (columan matrix). 
m x n 和 矩阵 可 以 看 成 是 由 m 个 行 向 量 组 成 ， 也 可 看 作 是 由 n 个 列 向 量 组 成 . 
ЖЖ А = (а;) УВ = (Ь,) #6 mxn 矩阵， 并 且 它 们 的 对 应 元 素 相等 ， 寻 
a,=b,(i=1,2,--.,mi;j=1,2,::. n), 
JE ЖЕБЕ 4 与 矩阵 B 相等 ， 记 作 4=B. 
ТЕ n 阶 方 阵 中 由 左上 角 向 右 下 角 所 引 的 对 角 线 称 为 主 对 角 线 ，aj (i =1,2,…,n) 称 为 
方 阵 (aj),x, 的 对 角 线 元 素 .， 主 对 角 线 以 外 的 元 素 都 是 零 的 方 阵 称 为 对 角 方 阵 ， 记 作 diag 


(aia, a,). 把 对 角 线 元 素 都 是 1， 其 余 元 素 都 是 0 的 n 阶 方 阵 称 为 n 阶 单位 阵 ( unita- 
ry .matrix) ， 记 为 L. 如 : 


1 O O O 
1 O O 
0 1 O O 
Г, = 0 1 O ° T. = 
. 0 0 1 O 
0 0 1 
0 О O 1 
кА оК, Жат УЗЕН BE KOS ЙУ ЖБ ВЕ (diagonal matrix). 
形 如 | 
а. G Ain an 0 0 
О qa, а, а an 0 
0 О ... A an Anl С 2 ... Ann 


的 方 阵 分 别称 为 上 三 角形 矩阵 和 下 三 角形 矩阵 . 
元 素 都 是 零 的 矩阵 称 为 零 矩 阵 (zergo matrix) ， 记 为 O. 


017-8 写 出 矩阵 
1 2 3 
| 5 i 
7 8 Ө 


的 对 角 和 矩阵 、 上 三 角 和 矩阵 和 下 三 角 和 矩阵 . 
解 4 的 对 角 和 矩阵 、 上 三 角 和 矩阵 和 下 三 角 和 矩阵 分 别 为 


1 O 0 1 2 3 1 
0 0 932 LO 9 7 


Оо л 
ою л о 


0 
9 
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=. = ШАЙ 
| (—) 和 矩阵 的 加 法 和 数 乘 


定义 7-3 RAMS т хп ЖЕЕ А = (а), В = (6), ЯАЖ A 5 В 之 和 记 作 4+8B， 
规定 为 | 


а, +b ар +b, а, +), 

а, +b, ај + … anm +b,, 
А + В = 

C nl + Б. Am + b. Ф. A nn 十 D 


要 注意 两 个 矩阵 相 加 与 两 个 行列 式 相 加 有 不 同 的 规定 ， 和 矩阵 相 加 是 两 个 和 矩阵 的 所 有 对 
应 元 素 都 得 相 加 ， 而 两 个 行列 式 的 相 加 只 是 一 行 (或 一 列 ) 对 应 元 素 相 加 . 
定义 7-4 一 个 实数 入 (Az0) 与 矩 阵 А, „АЕС AA 或 4A， 规 定 为 


Лар Лар += Ла, 
мадд -| А ^= 7 Atn 
Àa mi Ла, to ÀA mn 


注意 可 以 把 ( ~1)4 写成 - 4、 还 应 该 注意 矩阵 的 数 乘 与 行列 式 的 数 乘 规定 是 不 同 的 ， 
不 同 点 在 哪里 留 给 读者 考虑 . Б | 
矩阵 的 加 法 与 数 乘 满足 以 下 八条 性 质 ; 


(1) А+В=В+А; (2) (A+) +C =A+(B +C); 
(3) А(ЛА) = КАА; (4) k(A + В) = КА + ЕВ; 

(5) (А+АЛ)А = А + ЛА; (6) О+А=А; 

(7) A+( -А) =O; (8) Г.А =А, 


ЖР А, B. С. О m xn SERBE, k. А 均 为 非 零 实数 ， 以 上 性 质 根据 矩阵 加 法 与 数 乘 定 
义 可 直接 得 到 . | 
例 7-9 PERRONER 
| -2 2 1 -1 
а) ИЯНЕ А =3| 1 1-2% 中 | 
(2) 求 满足 下 面 方程 的 稚 阵 X 


1 -2 3- 01 2 
|2 0 [e -1 O ] 
4 -5 2 4 5 -6 


= oa JE S E 


(2) 矩阵 于 保持 在 等 式 左 边 ， 其 余 和 矩阵 移 到 等 式 右边 


01 2 1 -2 3 oO ? 2] гз -6 9 fp-37 -7 
JE 0 | -a 0 |+ -1 0 Ë 0 |+ -7 0 o| 
4 5 -61 L4 -5 2 4 5 -6d 112 -15 6] L-g 2 -12 


(二 ) 和 矩阵 的 乘法 
我 们 把 一 个 答 阵 的 某 一 行 与 另 一 个 矩阵 的 某 一 列 对 应 元 素 相 乘 的 代数 和 规定 为 新 矩阵 
的 一 个 元 素 ， 如 
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bi bp = 
И а "| b А ИМ + аб» +азбу ац) + ab, БА B "| , 
21 22 1 = 一 < 


a, bi +a,sb, + anb; абр + аб. + абз Сэр Cn 


аз аз Аа» і]. 


b, by 

其 中 新 元 素 c= aby tanby t asby, i j=l, 2， 对 这 种 运算 我 们 给 出 如 下 定义 :; 1 ә 

定义 7-5 БА = (а) 9—1 mx k Е, В = (b;) 是 一 个 kxn 和 矩阵 ， 则 规定 矩阵 4 与 
ЖЕРЕ В 的 乘积 是 一 个 m x n EREC W ， 其 中 ` 

cy =a, * bi +a, * by + к * boi=1,2,.,m;] =1,2,.…,n). 

并 把 此 乘积 记 为 Cu = А, Birx EX C = AB. 

必须 注意 ， 只 有 当 第 一 矩阵 (左边 抢 阵 ) 的 列 数 等 于 第 二 和 抢 阵 (右边 矩阵 ) 的 行 数 时 ， 
两 个 矩阵 才能 相 乘 。 乘 积 矩 阵 C 的 元 素 cy 等 于 左 矩 阵 4 E TORR SAEN B 的 第 j 
列 的 对 应 元 素 乘 积 之 和 . 

例 7-10 ШЕ О, | 


SKIERE АВ 和 BA. 
解 4 的 列 数 等 于 B 的 行 数 ， 所 以 4 与 B 可 以 相 乘 . 


4 1 
АВ 1 O 3 | 1 1х4+0х(-1) +3 х2 1х1+0х1+3х0 10 1; 
- (, 1 А -| ааа) 40x2 x1 +1 x1 хохо“ p э]. 
同 理 
4 14 6 1 12 бз 
1 O 3 
BA=| -1 г | = 11 1 -3 
2 1 0 5 


' 由 例 7-10 可 以 知道 ，4BzB4， 可 见 和 矩阵 乘法 不 适合 交换 律 ， 这 与 我 们 实数 乘法 是 不 
同 的 ， 另外 矩阵 也 不 适合 消去 律 . 比如 说 : 


25 r40 
1 2 1 1 
10 10 | 
А=|0 2 2 4|, В = . B; = ; ` 
| ` |30 * |30 
4 6.8 O 
0 5 
可 以 得 到 . ‘ ' 
| 75 
СА АВ, = АВ, =| 80 
400 e 


但 是 ， 不 能 从 АВ, = AB, 中 消去 4 得 到 В, = B,! 因为 且 关 成 ， 即 矩阵 乘法 不 适合 消去 律 
017-11 设 和 矩阵 方 程 形 式 


аьа, С G|, Xi | b 
£ a, а» i а», х, b, | “ i l. 
l = 
A mnl Amy s. A mn x, b. 
记 为 АХ=В, Мн A. X. B OIRR EEEE ТАУБЕ [ЕУ ЖЕДЕ А 13 28 PE 
程 组 (7-4): ` 








GL i X| + ау, + °° ° 十 GE 和 上 = б, 


221% + 65% 十 … Han, = b, бо | (7-4) 
Q mii + A maa + +а „5, = D, 
解 ” 由 和 矩阵 乘法 
ау ар Ain | x, G IX) 十 Qi2X2 + + G |,X, b, ` 
АХ = Gal “п An K _ aa% +G, + + GX, _ b, -B 
: | 
Anl Am2 s." ° A nn x, ал. + а 2%: +... + аљ 2 D m 
又 由 两 个 矩阵 相等 的 定义 便 得 到 (7-4) 式 的 线性 方程 组 . 
例 7-12 设 有 两 个 线性 变换 
x, =4ш + z, . ' 
y, = x, + 3x, | 
， X, = =Z tz. ' 
Уз =2xr + xs 
' | | ху = 221 
将 Ух N 分 别 用 Zin 22 线性 表示 . 
解 ” 仿 例 7-11 将 两 个 线性 变换 分 别 写成 矩阵 形式 
| x Xi 4 1 
Yı 1 3 0 р" 3 z, 
НЕ ЕБЕ ЕЕЕ Я 
Ya 2 О 1 2, 
х3 х, 2 0 
由 矩阵 乘法 | | 
| { 4 1 | | ` 
М Ë 3 H | ] g Е IE] 
y, 2 0 1 > O 2, 10 21(2,[° 
故 得 
У = Z] + 42, 
N = 102, +22, 
Ж ЕНПЗЕ M ВЕЛС Е: 
(1) (А, ,„В,,,) Сі, =А,,,. СВ, С.) 5 (2) (ЕА) В = А(ЕВ) = К(АВ) (Е 为 实数 ) ; 
(3) А(В + Є) = АВ +АС; (4) (А+ В)С=АС+ВС. ` 1 


A ESEME пр Е ЕЕ. ЛП. AREA, ТИЗЕ ITEE. 
232F, MA REW ERRER, ЕН RNT ERI ERERKEN Т: 
4 =4,4 =A4,.…,A"' = A*A. 
因为 矩阵 的 乘法 满足 结合 律 , ЛТД ЭБЕН ЖЕЙ JE IH F 38 35 ЖИЕ: 
AA =A, GA A? (k,l HIERRO). 


对 于 单位 方 阵 7， 易 于 验证 下 列 等 式 成 立 : л | Б 
„Акы =“ Ака, Asxnln “А. í т 
当 4 HFE, ЈА = AI= A(1 5А 同 阶 ). | - . 
Xİ Anzar Open Æ Ona A са 
и OpxmAmxn = Оу,» Ашу» Ө» = Оли: | 


的 


(=) ЖЕЕ | | 
定义 7-6 ”把 矩阵 4 的 行 依次 换 成 列 而 得 到 的 和 矩阵， 叫做 4 的 转 置 矩阵 ， 记 作 如 ， 即 
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а а, Ain Qir ay а ml 
A= Az е2 а), ‚ Ш|АТ= 2 an 8а 
аһ • Am . а м тхл Qin 4, Wi A mn nxm 
转 置 矩阵 满足 如 下 的 规律 : 
(1) (A')'=A; (2) (A+B) =A +В; 
(3) (kA)'=kA'; (4) (AB)'=B'A', 


其 中 为 实数 ， 运 算 规律 中 前 三 式 显 然 成 立 ， (4) 的 推 证 较 繁 ， ` 用 例子 加 以 说 明 . 


4 
例 7-13 ali -1 s= [° š | 
А |] 12 1 of 


验证 (4B)' = ВТА", 


证 ”因为 
2 4 12 10 2 12 0 8 
2 3 1 | | 
4B=|1 -1| | -|o 2 ıl, (AB)1=|10 2 10 
. 2 1 O | 
3 1 8 10 3 2 1 3 
| 2 2 
xE al l | BY Ё ] 
Clas -1 115 7 ? 
: 1 O 
2 2 12 O 8 
тт 2 1 3 
ВАТ =|3 1 | ] = 10 2 10 
4 -1 1 
1 0 2 1 3 


故 验证 了 (4B)7 = Br4T， 
转 置 矩 阵 具 有 下 面 两 个 常用 的 特征 ， 
ВА 为 二 阶 方 阵 ， 如 果 4=47 或 o =a;， 则 称 4 为 对 称 和 矩阵 ， 例 如 


1 3 2 0 1 3 2 0 
3 2 -1 1 + |3 2 -1 1 

A= ‚ Mj At =| ` | 
2 -1 0 1 2 -1 0 1 
O +1 14 0 1 14 


即 4 =4 ,4 是 对 称 和 矩阵 .对 称 和 矩阵 的 特点 是 : 它 的 元 素 以 主 对 角 线 为 对 称 轴 对 应 相等 . 
BAJ n KREE, WRA 44 = АТА =7， 则 称 4 ТЕЗЕ РЕ. Jin | 


1 0 О -1 cos@ “一 sing гоо 
lo al [ 路 | шө вө" Ë | ol 
0 O 1 
由 和 定义 可 以 分 别 验 证 它们 都 是 正 交 和 矩阵 .从 正 交 和 抢 阵 定义 还 可 知道 一 个 重要 的 性 质 ， 正 交 
ЖЕРЕ 4,、, 中 每 一 行 (或 列 ) 的 n 个 元 素 的 平方 和 等 于 1; 不 同行 (或 列 ) 对 应 元 素 的 乘积 和 等 
于 0. 读者 可 用 上 述 矩 阵 验证 正 交 和 矩阵 性 质 . | 
(四 ) 方 阵 的 行列 式 | 
因为 方 阵 的 行 数 和 列 数 相等 ， 所 以 我 们 可 以 定义 方 阵 行列 式 : 


定义 7 нл ОЕА 的 元 素 所 构成 的 行列 式 ( 各 元 素 的 位 置 不 变 ) 叫做 方 阵 4 的 行 
列 式 ， 记 作 |141， 或 det4. 


方 阵 的 行列 式 与 我 们 讲 到 的 


阶 行列 式 一 样 ， 都 是 一 个 确定 的 数值 ， 设 4、 Bn É: 
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JrEE, А 为 实数 ， 方 阵 的 行列 式 满 足下 述 规律 | 
(1) 14" |= [415 (2) [АА =А" |А; (3) 148|= 14118. 
一 般 来 说 ，4、B 1 n NAE, A АВ» ВА, 但 是 ， 由 (3) 式 可 知 必 有 
14B|=1411B81=18114|1= 184|， 即 有 |1481= | BA | 成 立 . 


pr a[i S] e-f S], xanm 


m ав| = 141181 |1 R Sjee- =56. | 
2 —2||3 4 
| 11 17 11 17 
此 题 还 有 另 一 种 解法 ; 4B = | _， „|, laei | =56, 


=. Ж ЛЯ 


在 数学 中 ， 对 给 定 的 一 个 数 az0， 则 二 存在 ， 并 且 有 


-1 -1 
аб — =a a =a а =1.. 
a 


бла ERRI, EERE а РЕДИ ВЕ. 

定义 78 设 4 是 n 阶 方 阵 , 1 是 n 阶 单位 方 阵 ， 如 果 有 一 个 nn 阶 方 阵 B, 使 4B = ВА =I, 
则 说 方 阵 А 是 可 逆 的 ， 并 把 方 阵 B' 称 为 方 阵 А 的 逆 矩 阵 {inverse matrix)， 记 B=A-!. 

应 注意 到 ，4 -是 矩阵 A 的 道 矩 阵 记号 ， 决 不 能 把 À! э EE FE 4 的 倒数 二 去 理解 ， 关 
F n 阶 方 阵 在 什么 条 件 下 才 有 逆 逢 阵 4-: 存 在， 及 求 道 矩阵 4 的 方法 有 如 下 定义 和 定理 . 

定义 7-9 设 4 是 ”= 阶 方 阵 ， 若 14| 关 0， 则 把 方 阵 А 称 为 非 奇异 矩阵 ; 若 14| =0, Ж 
把 方 阵 4 称 为 奇异 矩阵 | 

定理 7-2 DEEA 有 逆 矩 阵 存在 的 充分 必要 条 件 是 4 为 非 奇 异 矩 阵 ， 则 


其 中 4 称 为 方 阵 4 的 伴随 方 阵 ， 它 是 |41 的 各 元 素 的 代数 余子 式 所 构成 的 方 阵 : 
A, А `: А, 
”4* = Аз Аз e Аһ | 
t Ain Алм. ... Ånn 
证 ”必要 性 
设 4 可 逆 , Н АА =I, A [ААТ | = ||. ДААТ | =1, АТО [А |520, ВА 为 非 奇 
异 和 矩阵 . 
充分 性 
设 4 为 非 奇 异 和 矩阵 ， 因 为 由 定理 7-1 和 推论 7-1 ， 知 
ау а» <+ G, A, À, ... А, 
| 1 . _ G, аз с а 1 A, А … А, 
A TATA ра Т... ... 
а п алм а вп А, A,, А nn 
|a] 0 0 1 O 0 
_ 11 0 JA] 0 | | 0 oj; 
САШ. | 一 
0 0 |А | о о 1 
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同 理 可 证 TT4 A = 7， 所 以 按 逆 矩 阵 定义 ， 即 有 











А = THM" HER, 
例 7-15 判断 矩阵 
l O 1 
А=|2 1 О ЖИЗ, ПЯ, RH CIAR. 
1 1 1 
解 因 |4|=2， 由 定理 7-2 可 知道 矩阵 4- 存在 . 且 |4| 的 各 元 素 代数 余子 式 是 
1+1 0 А 11212 0 | 
Ау =( -1) l ЕЕ 1 |= -2, An =1, 
A, =1, A,, =0, Аз = -1, Ау = -1, А, =2, A; = 1. 
An A, Ах I 1 — 1 
所 以 A* = А,, А, Аз =| -2 0 2 |. 
Аз Аз А; 1 -1 1 
l 1 _1 
i : 1 1 -1 2 2 2 
故 A= Tr = -2 0 2|=|-1 о 1. 
1 -1 adfa a 1 
2 2 2 
一 般 来 说 ， 含 有 个 未 知 量 的 二 个 方程 的 线性 方程 组 
ах + ах, 十 +ау, х, = b, 
ах, + G.,X, 十 … + а„х„ = b, 
ал51 +GoxX, + °" +G, х, = b, 


BTAX =B. Ж |А |520, MACHE, ЖЁН] RERE T ER ЕТЕ 650 РЕ ЭУ ЖЕН By 88. 
这 是 因为 AX = В RAER A14, АТАХ =A7 B, BI X = A-B 是 上 面 线性 方程 组 的 解 . 
例 7-16 利用 逆 和 矩阵 解 方程 组 
x, +x, =] 
2x, + x, = 0 
| X, + x, + x, = 2 
解 上面 线性 方程 组 可 以 写成 矩阵 形式 
1 0 192. 1 
2 1 01x1=10|， 
1 1 ides] 121 
或 4X = В. 由 例 7-15 可 知 4 ВУНЕ, АТ ER AX =B, АТАХ = А-В, НАТА = I#B 


d4 l 1 _ 1 
2 2 2 |г1 2 
X=A`'B=| -1 O 1 0 | = 1 |， 
1 ы 1 [2 3 
2 2 2 2 


л = -a ж =l, ху = 六 是 线性 方程 组 的 解 
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定理 7-3 АВ = 1( X ВА = Г), 则 B=A4-. | 

证 АА = || =1, (А150, ВАТЕ, ВІД В = В = (АТА) В =А (АВ) = 
АЧ =А!. E . 

由 定理 7:2， 如 果 方 阵 4 ЖП) ИН), ЯБА v Buin ЕЕЕ — BJ. 


关于 北 和 矩阵 有 如 下 运算 性 质 : 
(1) ЖА пуй, MA CIT, H(A) sA; 
(2) ATÉ, ЖКА 0, MU AA Fu, AAA) =-—А”'; 


À 
(3) ЖА, В 为 同 阶 方 阵 且 均 可 逆 ， 则 АВ Ку, НҢ (АВ) "= ВА". 
证 (АВ) (ВА) =A(BB`')A ` = АЈА ' =AA71=1 BUHM(AB) = ВТА. 证 毕 . 
(4) ЖА 可 逆 ， 则 A ўкра, EL(AT) = (A 1). 
证 A (AT "= (АТА) = =I PRACA) = (А7). ШЕКЕ. 
性 质 (1) 和 (2) 留 给 读者 证 明 . 


第 三 节 ” 和 矩阵 的 初等 变换 和 线性 方程 组 


一 、 和 矩阵 的 秩 和 初等 变 


定义 7-10 Æ mxn JERAR, {EF k ÍT k JJNE FIZETI] AIZE RAE AI TERHI ÉY k 
阶 行列 式 jk<min(m,n)} ， 称 为 矩阵 A ВО k NPR. 














例如 ; 
2 -3 8 2 2 -3 2 5 _3 

mE -12 -2 Н! 则 |2 -12 12|, > _12|、 | -3| 分 别 是 4 的 三 阶 、 
1 3 1 4 1 3 4 


二 阶 、 一 阶 子 式 . 
m x n #B £ A ВЧ k ИН СА + Ct. 

定义 7-11 若 在 矩阵 4 中 有 一 个 r 阶 子 式 刀 关 0， 且 所 有 大 于 r 阶 的 子 式 都 等 于 零 ， 则 
FRIERE 4 的 秩 (rank) 为 r， 记 为 R(4) = r. 


例 7-17 ЛЕ 
2 -3 8 2 
А = Е 12 -2 g | 
1 3 1 4 | 
的 秩 . | 
解 ” 因 为 4 的 所 有 三 阶 行列 式 都 等 于 零 ， 即 4 个 三 阶 子 式 均 为 零 . 但 是 二 阶 子 式 
f 2, = 30 <0. 


ИТА, К(А) =2. 

一 般 来 讲 ， 利 用 定义 计算 和 矩阵 4。,, 的 撕 阶 子 式 需 要 计算 C С! 多 个 行列 式 ， 为 了 简 
化 计算 和 矩阵 秩 和 人 解 线 性 方程 组 ， 就 需要 引入 和 矩阵 的 初等 变换 的 概念 -. 

定义 7-12 下 面 的 三 种 变换 称 为 矩阵 的 初等 行 变换 : 

(1) 对 调 两 行 ( 对 调 i, J 两 行 , 记 作 гт); 

(2) AR k= 0 乘 某 一 行 中 的 所 有 元 素 ( 第 守 行 乘 , 记 作 kr); 

(3) 把 某 一 行 所 有 元 素 的 下 倍加 到 另 一 行 对 应 元 素 上 去 (第 j 行 的 倍加 到 第 i 行 上 ， 
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СЕ r, + kr,). 
定义 中 的 “ 行 ” 换 成 “ 列 ”， 即 “r” 换 成 “c”， 可 得 徐 阵 的 初等 列 变换 的 定义 ， £B 
阵 的 初等 行 变换 和 初等 列 变换 ， 统 称 初等 变换 ( elementary transformation). 
ЯПА РЕ 4 经 过 有 限 次 初等 变换 变 成 矩阵 В, PRERA 与 В 等 价 ， 记 作 4 - В. XE 
何 矩 阵 经 过 初等 变换 后 ， 甚 秩 有 如 下 关系 . 
定理 7-4 A-B, WJ R(A) = R(B). HEF BH Mg. 


XE EE BJ Se {Л 2 ТЕЛЕ: 

1) RGE: А-А; 

2) 对 称 性 : ЖА - В, 则 至 ~4; 
ВС, ЩАС. 


3) 传递 性 : ЖА - В, 
017-18 SREE 
1 -2 3 -1 
Е; -1 5 з 
2 l 2 -2 
的 秩 . 
解 


1 – 2 3 — 1 1 – 2 3 
r +03) ry +《 -1)r, 
A—— 09 5 -4 oj$ o s 4 
ry + ( —2)г, . 
0 . Lò о 


5 一 4 0 


0, ЖЕЕ B 的 三 阶 子 式 全 都 是 零 ， 而 
д 


1 -2 
СУ 

故 R(4) = КОВ) =2， 即 矩阵 4 的 秩 为 2. 
一 般 来 说 ， 一 个 矩阵 4 经 初等 行 变换 变 成 矩阵 Bun, JERS 


-so 


bl biz t b, .. Din 
0 b. `". b; `. Dan 
В=| о 0 , b. 
D О O 
ооо... 0 


这 时 很 容易 看 出 4 的 秩 数 为 r 这 也 是 求 矩 阵 秩 数 常用 的 方法 . 用 计算 机 计算 矩阵 的 秩 数 ， 


通常 也 采用 此 方法 . 
二 、 利 用 初等 变换 求 逆 矩阵 ` 


用 初等 变换 求 逆 矩 阵 的 方法 是 : 将 所 求 的 可 逆 矩 阵 4( | A| =0) 的 右 侧 添置 一 


从 的 学 位 矩阵 厂 ， 构 成 一 个 靖 x27z 的 矩阵 [4 ; 7] ， 对 此 和 矩阵 施 以 初等 


行列 变换 ) ， 将 它 的 左 半 部 化 成 单位 矩阵 后 ， 右 半 部 便 是 4-!， 妈 
[АГ] À АНА р ш, 


例 7-19 ”试用 初等 行 变换 求 矩 阵 А ВЯ А. 


пх2п* 


行 变换 (不 能 同时 进 





1 1 0 O 
„|! 29 ol 
3 7 2 3 
2 5 1 2 
1 10 0 : 1 о о 0 1 1 O O L 0 O O 
1 2 0 O 0 1 о 0[|#-r, rn -3 l0 1 О O -1 1 O O 
解 : |3 7 2 3 0 0 1 O п —2r, ЕЕ -3 0 1 O 
2 5 1 2 0 0 0 1 Lo 3 1 2 -2 0 O 1 
~ гооо 2 -1 0 O | 
ri =m, љ-4ъ |0 1 0 O -1 1 0 0 
ше 0 2 3 1 -4 1 j 
0 0 1 2, 1 -3 O 1 
1 0 0 O 2 -1 0 от - 
nen lO 1 00 -1 1 0 
ЕСА 
0 0 1 2 1 -3 O 1 
0 0 2 3 1 -4 1 0 
тоо O 2.-1 0 O 
r -2 |0 1 0 O _1 10 о 
— 
0 0 1 2 1 -3 © 1 
| 0 0 0 -1 -1 2 1 -2 
| 1 0 о O 2 -1 0 O 
(-) х |O 1 0 O -1 1 0 O 
ЫА 
0 0 1 2 1 -3 0 1 
оооп 1 -2 -1 2 
1 0 0 0 2 -1 0 O 
rm-2r|0 1 O O _ 1 1 0 
0 0 1 O -1 1 2 -3 F 
оо 0 1 : 1 -2 -1 
2 -1 0 0 
а]! 1 о O 


_1 1 2 -3| 
l —2 -1 2 
XTA m kE 4 也 可 进行 初等 列 变 换 求 逆 ， 用 如 下 方式 进行 : 
A I 
经 初等 列 变换 
I 25, A JJ， 


在 这 里 特别 指出 : 用 初等 变换 求 道 矩阵 时 ， 或 者 对 行 或 者 对 列 ， 二 者 不 能 同时 进行 . 
三 、 和 矩阵 的 初等 行 变换 与 线性 方程 组 


线性 方程 组 是 线性 代数 的 重要 内 容 之 一 ， 自 然 科 学 和 社会 科学 中 许多 问题 都 可 以 归结 
为 求解 一 个 线性 方程 组 的 问题 | 
设 线性 方程 组 ， 
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ах, + G.,X, ++” + G х, = b, 
G, X| + ах, +: + G, x, = b, 


(7-5) 


а 11 + аых, + на, „х, = 0, 
当 常 数 项 b .b,. ,Ь„ 全 为 零 时 ， 方程 组 (7 -5 ) 式 称 为 齐 次 线性 方程 组 (system' of linear 
homogeneous equation) ， 当 常数 项 bib, bn 不 全 为 零 时 ,方程 组 (7-5 ) 为 非 齐 次 线性 方 


程 组 (system of linear nonhomogeneous equation). 


方程 组 (7-5 ) 的 系数 矩阵 为 


di ау Ain 
À = i “т А а, Т 
ni 
Anl а m2 а mn 
将 方程 组 的 常数 项 添加 在 矩阵 4 的 最 右边 构成 一 个 m x (n + 1) SE ® 
ау а, “U | аһ bi 
B- ар an а, É l 
A mi а m2 ... Q mn bm 


把 矩阵 B 称 作 方程 组 (7-5) 的 增 广 和 矩阵 . 

对 线性 方程 组 (7-5) ， 它 的 非 齐 次 线性 方程 组 、 齐 次 线 性 方程 组 及 增 广 矩 阵 可 用 矩阵 
分 别 表示 为 : 

| А.Х, = b 


тхл 


Amx Xni = О = [А: blare +1)° 

对 于 线性 方程 组 (7-5)， 如 何 判 定 它 是 否 有 人 解 ? шя, 解 的 情况 如 何 ? 有 下 述 
定理 : 

定理 7-5 ”线性 方程 组 (7-5) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 它 的 系数 矩阵 4 与 增 广 矩阵 巨 有 相 
FAJE, BI R(B) =R(A); ЗН R(A) =n 时 方程 组 (7-5) 有 了 唯一 解 ，R(A4) <n 时 方程 组 
(7-5) 有 无 穷 多 解 ， 证 明 略 

经 党 对 增 广 矩阵 实行 初等 行 变换 解 线性 方程 组 ， 这 种 方法 类 同 用 消去 法 解 线性 方程 组 . 
应 该 注意 的 是 ， 对 增 广 矩 阵 召 实行 矩阵 的 初等 列 变换 ， 会 改变 线性 方程 组 变量 xx үзүл, 
的 排列 顺序 ， 因 此 不 能 进行 初等 列 变换 ， 对 增 广 矩阵 实行 初等 行 变换 不 改变 增 广 和 矩阵 B 和 系 
ЖЕРЕ 4 ВОК. 下面 讨论 定理 7-5 的 应 用 . . 

例 7-20 ”判断 线性 方程 组 解 的 情况 


mxl1's тох] s 





x, — x, +2ху =1 
X, 一 2X —x, =2 
3x, 一 % +5x,.= 3 
‚\ —2x, +2x; +3x, = —4.. | 
ж 对 增 广 短 阵 B 实行 初等 行 变换 ， 
l -=l 2 1 "rı -i 2 at ол 
BL I —2 =l 2|r+(-1) |0 -1 -3 і | r +2r, + 
3 一 1 5 3|r +(-3), | O 2. —1 О 
-2 2 3 -4l “a lo o 7 -2 


190 











I -i> 2, 17 1 l 2 1 
0 -1 -3 1|]ч+=+;,]О -1 -3 1 
— Y . 
0 0 -7 2 0 0 -7 2 
0 0 7 -2 0 0 оо 


经 过 初等 行 变 换 后 ， 增 广 失 阵 与 系数 矩阵 秩 相 等 ， 即 R(A) = КОВ), ， 则 方程 组 有 解 ; 又 因 
R(A) =3 = 由， 所 以 方程 组 有 唯一 解 . 

在 求 线 性 方程 组 的 解 时 ， 我 们 应 应 该 注意 遵守 下 面 三 个 原则 : 

(1) 对 于 方程 组 只 进行 初等 行 变换 ， 它 不 会 影响 方程 组 的 解 ， 即 原来 方程 组 和 变换 后 
的 方程 组 是 等 价 (或 同 解 ) 方 程 组 . 

(2) SERE B 经 初等 行 变换 后 ， 车 其 一 行 全 为 0， 那 么 这 一 行 所 确定 的 方程 是 多 余 的 方 
程 (因为 它 对 任何 解 都 满足 ) ， 可 以 去 掉 这 一 行 的 方程 ; 车 在 B 中 能 找到 不 为 0 的 天 阶 子 
式 ， 那 么 这 天 阶 子 式 所 对 应 的 方程 是 保留 方程 ， 所 有 这 些 保 留 方程 组 与 原 方程 组 具有 相同 
的 解 . 

(3) 在 对 B 进行 初等 行 变换 中 ， 时 刻 判 断 增 广 和 矩阵 的 秩 是 否 等 于 系数 矩阵 的 秩 ( 即 判 
断 增 广 和 矩阵 和 系数 矩阵 中 存在 的 最 高 阶 不 为 0 的 KK 阶 子 式 阶 数 是 否 相 等 )， 若 不 等 ， 方 程 
组 无 解 ， 车 相等 ， 秩 数 等 于 变量 个 数 (n) 则 有 唯一 解 ， 秩 数 不 等 于 变量 个 数 (n) 则 方程 组 
有 无 穷 多 解 . 

将 例 7-20 问题 改 为 求解 线性 方程 组 .根据 上 述 原则 (2) ， 可 去 掉 增 广 矩 阵 变化 后 第 四 
. 行 元 素 ( 因 为 这 行 全 为 0) ， 又 因为 经 过 初等 行 变 换 后 的 增 广 抢 阵 中 ， 有 三 阶 子 式 不 为 
=, EN 








1 -1 2 
0“ -1 -3|=7z0 
0 0 一 7 2 
БТ РА 7 EH [н] ГН 28 
г ' (А — X, +2x, = 1 
| - x, —3x, = 1 
| i = Tx, = 2. 
而 且 变 量 个 数 与 增 广 矩阵 秩 数 相 同 ， 故 原 方程 组 有 唯一 解 ; 
x = — Š; x = -1 + = - i ж=1+( - >) -2(5) =. 


917-21 求解 线性 方程 组 
X. +x, - Зх ~x, = 1 - 
= — x, —3x, +4x, = 4 
x, +5x, —9x, — 8х, = 0. 
解 ” 对 增 广 和 矩阵 作 初 等 行 变换 
1 1 —3 -1 1 1 1 -3 -1 -1 
: ry —3т, r, +53 
s=) -1 -3 4 дЕн -4 6 7 1 — 


1 5 —9 8 O 


6 3 5 

1 _ _. _© 3 5 
1 3 1 1 1 0 z 3 z 

r r 
оо о. 0 0 |" |o o o 0 o | 
° 6: 7 1 r 

0 1 -全 -二 -二 6 7 1 

| 4 4 4 0 1 - -+ -7 
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显然 К(А) =R(B), ， 即 增 广 矩阵 和 系数 矩阵 都 是 最 大 阶 为 2 的 行列 式 不 为 零 ， 即 方程 有 
Я; MEA К(А) =2 <4 =n， 所 以 方程 组 有 无 穷 多 组 解 ， 与 原 方 程 组 的 同 解 方 程 组 是 


J 6 3 5 
Xl 43 + а = 
б 7 1 
% ae да = 一 


通常 自由 变量 的 个 数 为 n - R( A). TEX., X,. X,. X, 中 任 选 两 个 变量 为 自由 变量 ， 
38 X,. Xa 为 自由 变量 ， 并 令 X, =C, X, =C,, 故 解 得 一 般 解 : 
` ` 5 6 3 


x, = = + 4 - 4 
£ 1 6 T 

5 = +С +-=С, 

Хз = C, 

ха = | С,. 


щ C, =0, C, =0 BF, 0] 7-21 有 一 个 特 解 : x =>, x, = — 
517-22 ”求解 方程 组 


x, —2x, +3x, 一 x, =1 
3x — x, +Sx, 一 3x = 了 


1 2 -2 
ry +( -l)n 
— c — 


0 0 0 0 2 
ZE В 中 第 三 行 所 表示 的 方程 出 现 了 矛盾: 0 =2. 这 时 R(4) =2z3 =R(B)， 故 原 方程 组 无 解 
对 于 式 (7-5) 的 线性 方程 组 ， 若 右 端 常数 项 全 为 零 ， 则 为 齐 次 线性 方程 组 . 它 的 系数 
ЖЕРЕ 4 -JIE AERE В 的 秩 总 是 相等 的 ， 即 R(4) = R(B), ， 所 以 齐 次 线性 方程 组 总 是 有 解 
的 ， 并 由 定理 7-5 知道 : . 
(1) 4 R(A) =n 时 ， 齐 次 方程 组 有 唯一 一 组 零 解 (xi =0,x, =0,…,x, =0). 
(2) 4 R(A) <n 时 , 齐 次 线性 方程 组 有 无 穷 多 组 解 ， 并 容易 知道 齐 次 线性 方程 组 有 
非 零 解 的 充 要 条 件 是 R(A) <n. 
例 7-23 ”求解 齐 次 线性 方程 组 
ху +2x, – x, + 3х; = 0 
2X — x, +X, —x, =0 
Зх, +x; =x, + x, + 2x, = 0 


~ 5x, +2x, + x, — 7x, = 0. 


解 
1 2 —1 0 3 1 2 1 0 3 
4- 2 —1 0 1 -1]»%+(-2),, [О -5 2 1 -7|n+(-1)r, 
3 1 -1 1 2|љ+(-3)л |0 -5 2 1 -7|n+(-1), 
0 -5 2 1 -7 0 -5 2 1 -7 








1 2 1 
|10 5+ ñ 2; 5 
1 2+ -lr 0 о, | 1 L. zJ + T 1 at | 
¿lo -5 2 1 -7| ( s): 1 -2 „4 Z 
О О О „О O| n +(-2)r; | 5, | 3 5 
| o о оо o. 1100 0 о 
0 0 о ”0 0 
ЫРАСА) =2 <n=5， 故 有 非 零 解 ， 其 原 方程 组 的 同 解 方程 组 为 : Г N Pt алла, `" 
1 2 1 . 
x, 503 + a +S s =0 Er z 
2 1 了 боон a3 uk ы ( 
P Xa 一 5 *з 5 Xa + `$ *5 = О 
< x, = Ci; XA 三 C2， Xs =c, 故 得 非 零 解 : за А > \ 
| ч _ H L " м v 
1 2 1 
asg лр ша. 
2 1 7. k E А 
x = G, tg 5 Сз ú 
k x ' - , аА л r | ' 
Хз = C, ， `, 
` Xa = C, и“ р + I ! | 
Xs = Сз. г r 


例 7-24 在 图 7-1 +, 设 血液 往 血 管 分 支点 流动 的 流 率 为 z, КГ. 
的 流动 的 流 率 分 别 为 x* 和 y， 则 z=x+y 又 假设 各 条 血管 .， 
距 支 点 一 定 距离 处 的 压强 分 别 为 p,、p; 及 р,, ШХА НО, 
压强 为 p,、py、 P,， 这 些 都 是 可 以 测 得 的 ， 在 支点 的 压强 
为 p. 试用 线性 方程 组 求 出 x、y、z ÉE p. 

解 “ 假设 压 降 (对 分 支点 的 压强 差 ) 与 流 率 成 正比 ， 





则 得 ' О | | 
x +y- z = 0 
' `R +р=р, _ О, | 
一 Rex +p =p, | р ү w" 
7 - Куу +P =р,. | 


其 中 R.. R, . R, 分 别 为 三 条 血管 相应 的 比例 系数 ， 于 是 问题 变 成 (7-5) 式 的 非 齐 次 线性 方 
程 组 ， 方 程 组 的 系数 矩阵 的 行列 式 


y Doi “түз, 
1 1 -1 `o} | | 
| | к Ая C. LU! 
0 о R, 1 o | 
|A| = г. = = (R R + R;R, +R;R;) #0: `! = 
-R, 0 0 1 - 
t j] | '. L у РА . _ К r... \ . 
0 - К, 0 1 
Вр J AE RER- ЖОЕ БЕЖЕЛН®, 上 且 秩 数 也 等 于 变量 个 数 4， 非 齐 次 关 线性 方 程 组 有 唯一 解 ， 
_ R (p, -p.) ~R(p,-p,) ,. 
T R R,+R,R,+R,R, ” „о ` 
_R (p, -p,) -R,(P, -P-) ` т ТАМ! 


RR +RR,+R,R, ' 
R 


_ R, (p, —p,) ~ R,(p, — p.) 
RR +R,R,+R,R, `°“. L í oa 
. К.К Р; + ЕК р, + R,R.p ' 

P=— np 


К.Е, + К,К, + R,R, 
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ад. 向 量 组 与 线性 方程 组 解 的 结构 


为 了 研究 一 般 线性 方程 组 的 理论 ， 本 池 将 讨论 向 量 组 的 有 闫 概念 和 性 质 ， 从 而 研究 线 
性 方程 组 的 解 的 结构 ， 康 悉 这 些 概念 对 于 代数 知识 的 学 习 是 十 分 必要 的 . 


一 、 向 量 之 间 的 关系 ' + ， 

定义 7-13 n 个 有 次 序 的 数 & „а, „а, 所 组 成 的 数组 称 为 п 维 向 量 ， 记 作 (a ,aa ，…， 
а,), Ж а, (а, ,a;,… ,a,) 的 第 i 个 分 量 . | 

Вт НЕЧА НО АТ АЗА, 一 般 我 们 只 4 计 论 实 向 量 . п ЕТА РНН 
LFF i.j.x.: “或 者 英文 小 写 斜 体 符号 а а, Ж. ni=(1;0)、7=(0,1) 是 二 维 向 
是 ， а=(1,1,1), Б=(1,1,0), = (1 ,0,0) 是 三 Етар. E п 维 向 量 (aj ,a,,… ,a,) 中 每 
一 个 分 量 均 为 0， 即 n 维 向 量 (0,0,…,0) 称 为 零 向 量 ， 记 作 0, 或 0. ` 

由 于 行 ( 列 ) 和 向量 也 可 以 称 作 行 ( 列 ) 和 矩阵 ， 因此 也 可 以 用 大 写 英 文 斜体 字母 如 4A4、 于 表 
л. 为 了 简洁 起 匈 ， 这 里 我 们 主要 用 希腊 字母 a. В. E, n e RAR. 

癌 量 之 间 存 在 一 个 向 量 由 几 个 向 量 表示 的 情况 、 例 如 B=(2, -1,1)，aw = (1,0,0), 
с, = (0,1,0) ‚ © = (0,0,1) ‚ 那么 有 B = 20а, — ©, + A, 成 立 . B = о. G. а; 的 线性 组 合 . 
因此 给 出 向 量 表示 定义 : | | ' | 

ХЕ М, ы 对 于 给 定 癌 量 Barna se 如 果 存 在 一 组 数 k 、k,、… 、K, 使 关系 式 B = 
күөл + куо, + 十 ak, 成 立 ， 则 称 好 为 орла у a, 的 线性 组 合 或 线性 表示 . 

在 什么 情况 下 有 限 个 向 量 的 线性 组 合 为 零 向 量 对 向 量 之 间 研 究 有 特殊 意义 . Рад, 
对 这 两 组 向 量 


| _ 3 2 _ 1 _ —1\ 
人 


我 们 很 容易 知道 : 2a +3o, =0. MX FA. b, RA ОВ, +08, =0， 因 此 ， 我 们 称 w 、 oo 
向 量 组 为 线性 相关 ; 称 B, 3, 向 量 组 为 线性 无 关 . 

定义 7-15” 对 于 向 量 组 oa,、…… .a,， 如 果 存 在 一 组 不 全 为 0 的 数 k, x, 、… .x ， 使 关系 式 
кү + RQ + KA, =0 成 立 ， 那么 称 向 量 组 ca am Ga, 线性 相关 ; 如 果 KA + K.G, 十 … + 
ко, =0 ЧЩ k = 心 = 二 =k, =Ó 时 成 立 ， 则 称 向 量 组 oo .as … .a 线性 无 关 

例 7-25 证明 向 量 组 (1,0,0,0)、(0,1,0,0)、(0,0,1,0) 、(0,0,0,1) 线 性 无 关 . 

WE a(1,0,0,0) +b(0,1,0,0) +c(0,0,1,0) +4(0,0,0,1) = (a,b,c,d) 
= (0,0,0,0) ， 上 武当 且 仅 当 'a=5 =c=d =0 时 才 成 立 ， 因 此 该 组 向 量 线 性 无 关 . 

例 7-26 WPH о, = (2, -1,3), о, =(4, -2,5), œ = (2, -1,4) 线 性 相关 . 

解 因为 存在 不 全 为 零 的 数 所 =3， 忆 = -1, k, = -1 使 得 

k ae + К,а + Кусу = 0 

RÆ, ЗТД оц. оп. оз 线性 相关 у, | | 

#17-27 利用 初等 变换 将 w = (1,—1), os = (1,1) 表 示 B=(2, - 1). 

解 ” 因 为 А 


1 1 2 а тоу (1.12 10 2 
-1 1 -il to 2 ilo 1. 1 1 上 
/ ， 7 人 2. O 1 > 
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所 以 | i+ К; . ` 32 ` 
В = 六 (3a + о). 


定义 7-16 ША 是 一 个 半 维 向 量 组 ，aw о о, 是 向 量 组 А 中 的 部 分 向 量 .如果 

1) a aa a 线性 无 关 ; НН Ооу, 

2) 向 量 组 4 中 任意 一 个 向 量 都 可 以 由 or ло a ТЕ л. 那么 称 'a ло 3 о, 为 
向 量 组 4 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 或 极 大 无 关 组 . | 

а = (2, -1,3,1), о = (4, -2,5,4), а = (2, -1,4, -1), Жо. о, 是 线性 无 
关 的 ， 同 时 有 оз = Зо о, ТШ о. o, Жол, о. оз 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 另 外 ， 还 可 以 
EE о. оз 也 是 an о. а, 的 一 PERERA, 可 网, 一 一 个 向 量 组 的 极 大 无 关 组 不 十 叭 
一 的 . 


二 、 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 а 


当 方 程 组 的 解 不 止 一 个 时 ， 它 的 解 与 解 之 间 有 怎样 的 关系 ? 解 的 结构 如 何 ? 我 们 先 研 
究 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 ， 后 研究 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 . 
设 齐 次 线性 方程 组 | 
ах + G.X + + G|,X, = 0 


а; + GX, + 十 Az, X, = О 


4 
ах 十 GopXa +5 +G. x, =0, 


其 矩阵 形式 Ax =0. 2 = щ,х Z u,, "t, X, = U, „. BEKR HIEI И, 其 解 向 量 
形式 Е | 


r r 
L x ` | 
L „А 
: 4 " 
£ = š | о! 
l i 
í: . 
v f š 
- 7 YTA =. ` 


我 们 知道 齐 次 线性 方程 组 不 存在 无 解 情况 ， E n 维 零 向 量 0 = (070, 00) 是 齐 次 线 
性 方程 组 的 一 个 解 向 量 外 ， 若 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 ， 则 其 解 一 定 有 无 穷 多 个 ， 当 齐 次 
线性 方程 组 有 无 穷 多 个 解 时 ， 其 解 集合 就 构成 一 个 向 量 组 , 在 解 向 量 组 的 集合 中 ， 如 果 能 
求 出 这 个 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 则 齐 次 线性 方程 组 的 全 部 解 就 可 由 这 个 极 大 无 关 组 线 
性 表示 ， 同 时 得 到 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 . 

定义 7-17 H, éon 是 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 解 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 
а Enn 77 名 是 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 ， 即 它 满 是 

(1) és noe, é RETA; ` яа „чс SIRT o 

GO 方程 组 的 任 一 解 都 可 表示 为 如、 ….…、& 的 线性 组 合 | 

根据 定义 ， 如 果 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 向 量 ， 就 找 出 它 的 基础 解 系 ， 然 后 每 一 个 解 
паллаи GRESA, AARRE TIERE ARS EAA е са 
Е). | , 了 

定理 7-6， 设 4 E m xn Е, 4 R(A) сав, 出 齐 次 线性 方 组 4 = =0 的 存在 基础 
М, HÆRRA гара én 2,0. 0. éo REAS 

' 7 = По + ci, + сё, + CC 

是 齐 次 线性 方程 组 ,4x = 0 的 全 部 解 ( 通 解 )， су с; "L, Cn 为 任意 常数 . 
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例 7-28 求解 方程 组 


XI =X, 一 X; + Xa =0 
X, 一 % + x, — 3x, = 0 


`} . ' ү. ! 
ху — x, — 2x, + 3x, = 0. 


rit 


. t h 


fR TAIRA) = 





уу баШ А „ро. ЖТ S А) Xa | `Y - 
- бох Ë (xi +х; = x; 十 3X4， 
Ее i jE ам X, =X, + Xa р 
又 解 同 解 方程 组 
ху =2х,, 
1 Х| 1 r 
4 1 X2 0 
得 нур { Т in 一 0 » | х3 一 о 
О х, `1 ” 
是 方程 组 的 解 ， 且 这 nr 个 解 器 量 线性 无 关 ， 从 而 得 一 个 基础 解 系 
1 "1l ， 
() = ， ' ха 
1 0 
&1 = 0 у ё, 2 9 i 
е Ы 0 . 1 
因此 通 解 为 x = k £, + К, E i . 
x, 1 1 
x 1 О ка 
= К + А, (k ,k, 为 任意 实数 ). 
хз О 2 | 
" o) U 


. К | | 
X, +x, + x, +4x, — Зх, = 0 


2х + x; + 3x;, +Sx, —Sx, = 0 





Зх, +x, + SX, + 6%4 — 7х; = 0 
的 一 个 基础 解 系 ， 并 写 出 通 解 表达 式 .. 
解 ” 由 于 m=4<5 =п, 必 有 RA) <T, 





回 量 的 最 大 线性 无 关 组 . RERE 4 作 初 等 4 ТАНГ. р 
1 4! 3y i л L 1 4 

22-1 0 -6 

i, 5 "5 0 _3. 

6 -7 0 -6 

7 1 .-4 1 

-1 3 _1 

2 -6 0 

2° -6 0 








2， 由 于 前 两 个 方程 中 ж, х, 的 系数 行列 式 不 为 0， 故 可 取 同 解 方 


Ды 


qF 


所 以 方程 组 有 无 穷 多 个 非 零 解 ， 我 们 寻找 解 


-35 
'_1 


о о w + 
© 








1 0 2 1 = 一 
r-n |0 1 -1 3 -lI 
— 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 ' 


所 以 秩 R(4) =2， 且 最 后 一 个 初等 变换 的 矩阵 前 二 行 前 二 列 为 二 阶 单位 矩阵 ， 可 选取 x;. 
ха х; 为 自由 变量 ， 所 以 ， 初 等 变换 后 原 方 程 的 同 解 方程 组 为 
xi = —2x;, 一 x, +25, 
1。- X, — 3x, + xs. 
分 别 设 自由 变量 х, = ki, x, = k,, xs =k, A 
x, = —2k, — Е, + 2k, XL 


一 2 — 1 2 
х) = k, — 3k, + Е, х) 1 _3 1! 
x, = ki Вр x, |= k, 1 |+ k, О |+k,| О |, 
Ха = Ё, | х, О 1 О 
х; = k, | Xs 0 0 1 
1 
– 2 _ 1 2 
1 一 3 1 
. {= IRh £, = 0 |. é =|0 |, 
0 1 0 
0 О. 1 


M£ én ё, ЕТАН Кё EG SIB, 2G2S2B КЛАВА Р п — r, ВТЦ ё. én & 
为 原 方程 组 的 一 个 基础 解 系 ， 且 方程 组 的 通 解 为 
х= Кё +, + kés. (ki kk, IEE W ФО) 


三 、 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 


对 韭 和 省 次 线性 方程 组 
ах, + ах, 十 … 十 CQ х, = b, 
G, ZX, + G,, X, + °° + a, X, = b, 
а 十 GOX2 + +a, = Б. 


其 中 Ь,,Ь, у ,5„ 不 全 为 零 ; 我 们 将 非 齐 次 线性 方程 组 右 端的 常数 项 换 为 零 ， 得 到 的 齐 次 
线性 方程 组 : 
G, X I tap% + ` + G ,X, =0 
аху + anA 十 … + а„х„ = 0 
ал +@ььХ› 十 … + G, X, = 0. 
对 应 非 齐 次 和 齐 次 线性 方程 组 的 矩阵 形式 分 别 为 4x =b 和 Ах =0， 它 们 的 解 之 间 存在 着 密 
切 的 关系 . 
定理 7-7 如果 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax =b 的 一 个 解 向 量 ( 特 解 )， 则 Ax =b 的 任 一 
ЖЕТЕ 总 可 以 表示 成 


7] = 7)0 +c Ё; + с,ё, + 十 Cn 过， 


497 





198 





其 中 问 量 组 F „<› x°. £, ,是 对 应 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 的 任 一 个 基础 解 系 ‚ Cia‘ tt 


任意 常数 . 





С 


л-р 


5 


于 是 当 К(А) =г<п 时 ， 要 求 出 非 齐 次 线性 方程 组 的 全 部 解 ， 只 需 找 到 Ах = 的 一 个 
解 ( 即 特 解 ) 和 求 出 4x =0 的 通 解 即 可 .4x = b 的 通 解 就 为 
T). = Na +С + с›ё&, + r... +C, £... 


例 7-30 讨论 当 A 取 何 值 时 ， 以 下 方程 组 有 解 ? 并 求 其 解 . 


Àx + 2% + x,=1 


| xi ФАХ + x, = A 


_ 32 
X(+ x, ÀX = À . y 


A 1 1 
解 ” 非 齐 次 方程 组 的 系数 矩阵 4 = f | 增 


. 1 

Ë À 
| .| -| 

| 1 


1 


А 
1 
1 
А 
1 


A 1 
I) 当 |4|=|1 A 1|z0 m, 方程 组 唯一 解 H |A| =(2 +A)(A -1)220, 
1 1 


А 


024 A -2 А л 1 Н], 方程 组 有 唯一 解 ， 3F E > А 值 给 定时 ， 其 解 可 用 克 菜 姆 法 则 求 


得 ， 其 解 是 xz, = АБ, =, а= АЦ 
. —-2 1 1 
IE) 当 A=-2 时 , 则 |4|=| 1 -> 1 
1 1 -È 
"= =3 “0, 所 以 R(4) =2; XB 中 存在 一 个 三 阶 子 式 | -2 
1. оо | 
-2 3 О|=9 0, ВТЕ R(B) =3. RAX R(A) Æ#R(B), PUSR IHA. 
1 -3 3 
1 1 1 
Ш) 34 A =1 BF, 则 |4|=|I1 1 1 
1 1 1 
l 1 1 1 
不 为 0， 所 以 R(A) = 1, mafi 1 1 
1 1 1 1 


=0, 但 4 中 存在 一 个 二 阶 子 式 


1 


L, 


从 而 方程 组 有 无 穷 多 个 解 . 此 时 ， 方 程 组 与 Х| + X, + X3 =1 同 解 . X, = =x - х3 +1, < x, 


==. 


=” 


. 1 
ху =0, Wx =1， 于 是 得 方程 组 的 一 个 特 解 n”= H 
0 


Мз 


=0, НА 的 所 有 二 阶 子 式 都 为 0， 而 一 阶 子 式 


ев К(В) =1 =R(A) <3( 未 知 数 的 个 数 ) ， 








x tx, + x, = 0 


званая +x, +% =0， 此 方程 组 与 xi + x, + x, = 0 ЕЈ. x, = 


x, + x, + x, = 0 


—x, x, @ x, =l, x, =0 可 得 zx = -1, @ x, =0, x, =1， 可 得 zx = -1. 于 是 得 方程 组 


-1 -1 | x, 1 -1 -1 
sames | | o| вава =n" +é Ú sa ] sa o] 
О 1 О О 1 
HEF А. k, 自由 取 值 . 


Хз 


第 五 节 ЕЁ НЕН БАЕ 


矩阵 的 特征 值 (eigen value ) 与 特征 向 有 量 (eigen vector ) 不 仅 在 理论 研究 上 很 重要 ， 而 且 
在 数学 上 的 特征 向 量 空间 、 医 学 上 的 莱 斯 利 (LesLie) 人 口 模型 和 多 变量 分 析 、 工 程 技术 中 
的 振动 和 稳定 性 问题 ， 都 用 到 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 . | 

定义 7-18 j A п ТУЕ, ИП А MRA n TRIJJE X(n 维 列 向 量 ) 使 下 式 
成 立 

АХ = АХ. (7-6) 

ДИК À 为 方 阵 4 的 特征 值 ， 非 零 列 向 量 革 (nn 维 列 向 量 ) 称 为 矩阵 4 的 特征 值 А 对 应 的 特 
征 向 量 . 


将 式 (7-6) 写成 
AX = AIX, 
移 项 得 (AI - A) X = 0. (7-7) 
À —а\ — а 一 CI 
Жр АГ-А= =ü А-а |: — а,, 
Tan —qa б А-а, 


叫做 4 的 特征 矩阵 | 
将 式 (7-7) 展 开 为 п 元 齐 次 线性 方程 组 ， 即 : 


(À —а,,)х, | тарх) 一 一 Qinxn = 0 

-auX + (À - ар) =" — ах, = О 

An 4,55 一 … + (À —G,,)x, = 0. 

它 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 行列 式 
À 一 Gil — 41 1 一 到 in 
А — а А — а > эъ а — а.а п 
|АТ-А|= “п | 22 22 =0. 

一 Cnl -am ө, А Amn 


1A1 -4| 是 关于 入 的 ?次 多 项 式 ， 称 为 矩阵 А 的 特征 多 项 式 ，|AT -A | =0" 则 称 为 矩阵 4 的 . 

特征 方程 . 4 的 特征 值 正 是 它 的 特征 方程 的 解 ， 而 特征 向 量 即 是 齐 次 线性 方程 组 (MA7- ` 

A)X =0 的 非 零 解 向 量 . 这 里 顺便 指出 ， 特 征 向 量 瑟 有 无 穷 多 个 .车 特 征 值 大 为 实数 ， 则 

XX 可 取 实 数 向 量 ; ж А 为 复数 ， 则 蕊 为 复 向 量 ， 本 节 只 讨论 实数 特征 值 . < 
另外 ， 可 给 出 求 矩 阵 4 的 特征 值 和 特征 向 量 的 具体 方法 : 1. 用 求 行列 式 的 方法 计算 
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特征 多 项 式 |A7 -4|; 2. 解 特征 方程 1A7-4|=0， 求 出 特征 值 A; 3. 把 每 一 个 特征 值 代 和 人 
齐 次 线性 方程 组 (AZ-4) 荆 =0， 求 出 方程 组 的 无 穷 多 个 非 零 解 世 ， 即 是 属于 A 的 特征 向 量 . 
017-31 ЖЕ 


1 2 2 
4 -| 1 Д 
2 2 1 
的 特征 值 和 特征 向 量 . | 
1. 计算 特征 多 项 式 : 将 三 阶 行列 式 |AZ-4| 第 二 行 乘 ( — 1) 后 分 别 加 到 第 一、 三 
行 ; 再 将 第 一 、 三 列 分 别 加 到 第 二 列 | 


| 


А-1 -2 -2 À +1 0 0 
[АТ-А|=| -2 А-1 -2 |а| -2.'А-5_ —-2 =(A+1) (A-5); 
-2 -2 А-1 0 O А+1 


2: 求 特征 方程 的 特征 根 : (А + 1)°(A-5) =0, Á = -1 为 二 重 根 ， À, =5 为 一 重 根 ; 
3. 求 特征 向 量 : 把 特征 值 -1 代入 齐 次 线性 方程 组 | ' 


(A —1)x, — 2 £, —2х, = 0 
| 一 2X + (À —1 )x; —2x, = 0 
— Эх, —2x, + (À —1)x, =O, 


得 到 
— 2х — 2х, — 2%, = 0 
| —2х, —2x, —2x, = 0 
. | —2x, —2x, —2х, =0. 
СЭЭН # ЖОЕ НЕЛЕ 1, ОГАН BJ IB] ОВАН 28 x, +х, +х, =0, EË x,, x, 为 自由 变 
量 ， 再 将 非 零 向 量 表示 为 自由 变量 对 应 的 列 矩 阵 形式 ， 即 得 到 对 应 А, = -1 的 无 穷 多 个 特 


ПЕ [н] 8+: 
X = X 一 3 _ 1 _ 1 
Ё = x. | ] а | 
ху = X3 О 1 


当 x, =0, x =1， 非 零 解 向 量 X=[ ~1 0 1]' 是 属于 A, = -1 的 一 个 特征 向 量 . 
同样 ， 把 A, =5 4A 齐 次 线性 方程 组 (AM ~- 4)X =0, 对 应 特征 值 A, =5 的 无 穷 多 个 特 


ДЕҢ Ж]: 
Х| = X3 1 , 
( , 
= х, -| 
ху = X, 1 ` 


当 自 由 变量 x, =1， 非 零 解 向 量 X=[1 1 1] 是 属于 和,=5 的 一 个 特征 向 量 . 
通过 上 面 计算 ,特征 向 量 不 是 由 一 个 特征 值 唯一 确定 的 ;反之 ,不同 特 征 值 对 应 的 特 
征 向 量 决 不 会 相等 ， 也 就 是 说 一 个 特征 向 量 只 能 属于 一 个 特征 值 . 
例 7-32 设 入 是 方 阵 4 的 特征 值 , .证 明 
(1) АА? 的 特征 值 ; 
(2) MATER, 一 是 4 的 特征 值 . 


证 因 A 和 A 是 4 的 特征 值 ， 故 有 p00 使 4p =Ap， 于 是 
(1). Ар = А(Ар) =А(Ар) = А(Ар) = А?р, 








所 以 入 是 4 的 特征 值 . 
(2) ЧА 可 道 时 , ЊН Ар =Ap. #fp =AÀAA 7 p, Ejp=0, А30, й 


Ар = р, 
所 以 二 是 4” 的 特征 值 证 毕 
习 = + 
сз 
1. 计算 下 列 各 行列 式 的 值 | 
3 1 -1 2| 1 O 1 3 1 1 l| ' 
(1) —5 1 3 一 4 ‚ (2) 1 —1 4 3 ‚ (3) 1 2 3 4 | 
2 О 1 一 | -1 —1 2 3 1 3 10 
1 -5 3 —' | 0 0 1 3 1 4 10 20 
2. 计算 行列 式 
— ab ac ae а +b c c 
(1) | bd -cd .del; (2) | а 5rc а |. . 
bf of -er b b ежа 
3. 计算 п 阶 行列 式 | 
a b О + O O К 1 2. 3 … n-1 п. 
O a b et 0 OÜ | 1 — 1 о … 0 
(1) |. ss sss sss esa ss]; (2) |O 2 -2 ... 0 0 
о о О >e a b 
b 0 0 1:.. O a| 0 0 О > n—1 1-лп 
4. 计算 n 阶 范 德 蒙 行列 式 . 
1 1 1 э 1 ` 
а; a, а, e а„ 
D| è а а с Q 
а! ак! а! з. an" 
5. 僻 和 取 何 值 时 ， 下 列 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 ? 
(1 — À )x, – 2x, +4x, = 0 | 
2х, + (3 — À )x; + x, = 0 . . š 
x +x, + (1 — À )x, =0. 


6.， 试 确定 以 下 矩阵 中 的 未 知 数 wa、2、c 
2 3 a -l 3 b 
а) p ИР s i=l ol? 


(2) B: I “] -2| a 2 ']- 3 71 


-2 3 -1 c 4 2 -$ -5 
7. Ú kB ЕЕ 
1 2 1 2 4 3 2 1 
А=|2 1 2 1|, В=|'-2 1 -2 1 ; 
2 3 4 0 -1 0 -1 


(1) ЖЗА ~ В; 
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(2) ЖЕЉА + Х = В, sk X; 
(3) 解 和 矩阵 方程 (24 + Y) +2(B —- У) =0,,,% Y. 
8. T РУЖЕ ЕНУ ЕЛИН 


1 0 -1 2 
a) f-1 1 зо). 
0 5 -1 4 
2 
(2) [2 3 4] |3|; (3) 


4 


9. 设 和 矩阵 4= [1 -1 


2 


10. 4ER А=|1 — 


3 


4 


2 

,B=| 
2 

1 . 


3 
2 
1 


2 








2 

1 
l [2 3 4]; (4) [| 
4 


2 -1 
1 
4 2 


ма 


3 |, 3R(AB)'. 


1 


1 
| ， 验 证 (4B)" = ВТА". 


11. 用 伴随 矩阵 的 方法 求 以 下 和 矩阵 的 逆 


| cosa 一 sina 
o | 


sina cosa 


12. БПА? +24 +/=0, ЕА! 


13. # FIEREN IE 


XI X21r3 
(1) | | 
X, Xyjt5 


o La ala «ll 


x 


14. 用 初等 行 变换 求 矩 阵 的 首 


0 1 3 

(1) |2 3 5[; (2) 
3 5 7 

15. SR FIJE REMEK 


1 2 1 5 
А=|2 -1 3 7j; 
3 1 1 6 


16. 设 3(a -а) +2(0, +a) =5(а, - а), Ж x = (2,5,1,3)', œ = (10,1,5,10)', 


1 
2 
L3 


-1 


2 


ү, 


З. 


1 1 
|; 0) 0 1 
о 0 


O 


UU = N 


4 


Q QÓ © ш 


1 


1}; (3) 
1 


-A – 21. 


оо о н 


оомо 


-2 -1 2 2 5 

alls oj (2) Г ә] 
2 0 
1 


X i 


Xar 


аз = (4,1, -1,1)" 求 w 向 量 由 另外 三 个 向 量 的 线性 表示 . 
17. 判断 以 下 向 量 组 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 
(1) (-1,3,1)7, (2,1,0)7, (1,4,1)7; 
(2) (2,3,0), ( -1,4,0)7, (0,0,2).. 


18. 解 线性 方程 组 





о o © ° 


Xiz 


Xa 


|= 


N 
Ñ + 








Х| + Xa — 3x, — Xa =] x, — x = 3 2 а: -i 


(1) 3x- х, —-3x, +4x, =4 (2) 12x, -Зху = -8 .. . - " 
x, + 5х, – 9х, — 8х, =0; x, +x, —3x, = - 10; 
x, +2x, + x, =5 2x, +7х, +3x; + x, =6 
(3) {2х,- х, +3x, =7 (4) {Зх +Sx, +2x, +2x, =4 
3x + x, + x, =6; Ох, +4x, + x, + 7x, = 2. 
19. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 | nt 
Xi +, +x, =0  ， 2x, + 7x, + 3x, + x, =O 
(1) јх + x, 一 %3 = 0 (2) ¿(3x, + 5х, +2x, +2x, = 0 f A 
X, 十 %4 +xs =Ü; Ох, +4x, + x, +7x, = 0. 
i x, +2x, + 3x, +4x, = 5 š ' 
20. 求 方程 组 | С 的 通 解 
XI 一 х + Xx, + х =1 
21， 解 线性 方程 组 
(А +3)x, + X, +2x, = À 
Àx, + (À —1)x, + x, = À 
З(А +1)х, +Àx, + (А +3)х,=3 


А 为 何 值 时 ，(i) 有 唯一 解 ; C) 有 无 穷 多 解 ; (ui) 无 解 . 
22. 求 下 列 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 


3 -1 1 3 3 .2 
(|2 oak (| 1 1 -2. 
1 -1 2 -3 -1 0 
2 -1 2 | . . 
23. Ж А=| 5 -3 3], RA 的 特征 值 与 对 应 的 特征 向 量 . ' 
-1 0 - | ， 


24. А, 是 矩阵 4 的 特征 值 ，k 是 任意 常数 ， 则 КА, 是 矩阵 kA 的 特征 值 
25. 若 矩 阵 4 WEA = A, 证 明 : 4 的 特征 值 A。 只 能 为 0 或 :1. 














习题 参考 答案 ШОН 


. (1) (-%,-2]10[1, +æ); (2) 12, 4]; (3) (- 9%, –-2) Ш(1, жо); 


(4) {-1, 0) UO0,4 ШКА, +œ); (5) [0, (2); (6) іх: х= Ет(Бє 2) | 
1 1 


2. > 75 1 + (82). + | 
| > Ú - ¿N+ ` + ' - I | a 
з. (1) [z +]; (2) [24r， (2+1) т] (keZ); (3) ро L-1,11 
4. (1) y=lgtan(x +1) xe(k7-1, km+ 1), (2) y=(x +1)? 
xe( —@% ,+e ); (3) yl -x +sin(1 — x°) хє ( — о, +); 
(4) y = er x el -œ ,0)U(0, +æ) | | | 
5. (1) у=е", и = агсіапо, о =2х +1; (2) у = u”, и = sin; р=х+2; 
(3) y=tanu, u=, v= (4) у= сови, u=% ,  =°-в, о = x° +1. 
6. f(x) =x -x +1 | 
7. f(x) =<? +1 ` 
8. (1) 0; (2) O; 92 я | i 
ә. (1) 1; (2) 35: G) з (4) ©з (5) g (6 (7) Q 
(8) >; (9) =; (10) 25 (11) =; (12) Pš (13) жи. .. 
(14) 1; (15) 55,016) ec. у > 
10. b= -7 
11. a =4, + 
12. (1) 高 阶 无 穷 小 ; (2) 高 阶 无 穷 小 ; (3) 同 阶 无 穷 小 ; (4) 等 价 无 穷 小 ; 
(5) 同 阶 无 穷 小 ; (6) 等 价 无 穷 小 . 
13. a =2 
14. a =1 
15. 在 点 x =0 处 连续 
16. TE x =0 处 不 连续 
17. а=2 
18. (1) 间断 点 是 x =1， 连 续 区 间 是 (0,1)U(1, +оо); 
(2) 间断 点 是 x =2 和 x =3， 连 续 区 间 是 ( ~- % ,2)U(2,3)U(3,+%); 
(3) 间断 数 是 x =0， 连 续 区 间 是 ( – оо ,0)U(0,+%); 
(4) 间断 点 是 x =1， 连 续 区 间 为 L0,1)U(1,+e) 
19. Е. . 






































20. ЕФ. 
| 5 яй 二 
1. 当 上 =2 HI, 6 + At. M t=2, At =0. 1 Bf, 0 =56.1; %4ғ= 2, Aí = 
7= 56. 01. t=2 УН. o = 56. 
1 1 
. ; 2) —— —;; 3) —; 4) 2(1-— x). 
2. (1) 2; (2) -p 6) 5 (4) 20-а) 
3. (1) 2/'(%); (2) /'( o); (3) /'(%);. (4) (а -В)7'(х,). 
4. 1. Б ОШ | 
5. (1) х=0 点 处 Kx) 可 导 # ` (2) x=0 点 处 (x) 不 可 导 . 
6. a=2, b= -1. _ 
f (xo) 
7. e. 
8. (1) y=2 —x, y=x; (2) у= —x—2, у= х. 
9 (1) P( -1,-1), P(1,1); (2) 0-2 -8), 0(2,8). 
10. а=3, b= -1, с=1, d=3; f(x) =35 -x +x +3. 
, + 
- B ,1 
11. (1) ax°"!.+ a*"lna; (2) 2'3 一 ` 
) ` a 2 /x х2 ° 
(3) xcosx; (4) О + x ѕес?х1ах; 
5 —, 6 _-—V < 
(5) (ї- > (6) x (1 +1пх)}? 
(7) arctanx + Jx + XCOsx — siny , 
2.ух lx х? , 
(8) (1 +xsecx )tanx + XSec x + secx — 
12. (1) 29 25 +30: а, (2) —2свс2х+; 
(3) esmcosy +——— (4) 2 ve -x ; ‹ 
ИР; 
i) | - ‚ 
(5) 4 /x V x + Pagal ， (6) созш) _ tanx; 
8 /x V x + /x V x + V x + /x 
2x — cosx 
Т) ——— Y 8 
(7) (х? – sinx )In2 (8) Er š 
13. (1) 2x™ - 1х; (2) х" ( cosx]nx + зы). 
(3) (sinx) °%( cosxcotx ~ sinxlnsinx) ; (4) (20) +2 27), 
| 2 dx 
(5) 25" (х +1) + (2x)”(In2x +1); | 
(6) 二 Ce +1) (二 + 3 —- 2 ): 
3N (x-1) x +l x-1]J' 
Œ -2) Vz -5/ 18 3 2 
(7) 6 Ух+1 (+ 21): ， ғ 
(8) 1. xsinx v1 -el( 2 г). 
4 x -e 


mà 


1^ 


-0.Dl 时 ， 


^ 


14. 


* 15. 
16. 


17. 


18. 


19. 


20. 
21. 


22. 


23. 


„ 24. 


25. 
26. 


27. 


28. 











€ > е_., _сзс'(х+уувў - 1 +>, 
(1) 2856, (2) -ose (x у) ва - БАР, 
убху у), 1-убя+у) 
(3) x(ylnx —x) (4) х(х+у) ~ 1 
从 上 略 . 


4x 


2 
x + 
x 


(1) L, (2) 2arctan EE + 20; (3) а" (Ing +1)? +71; (4) ЖОГЫ 


4 +х ( 


(1) е Д/'(х+е7*) + (1 一 ee 一) (zx +e); 
LORE) - (' GD 


2 
29 G) | О 
(1) ( ү. (2) 2 sin| 2* +(»-1) . 2]. 


004) =+ ORZ8P); а(4) = -E OKH). 


A 








Аше« ° e 
coke `“, 
1 3 _ 
(1) sec2t -~ їап21; (2) ——— (3) -4; (4) —e *. 
t /1 +£ 2 
(1) 2х(3 ACT +x) 一 1 ) dx. (2) 1 + ѕіп?х + 2xsin2x у, 
3 ИСТ жа)? 2 Vx 
е" 25 1 | 
G) (тага) | (4) гае 
| (1+х )arctan 一 
(5) dx; (6) 0. 005. 
(1) Jz +c; (2) -+ +o; (3) ах+е; (4) Že" +o 
(5) - cos ( wt + p) +c; (6) arctan Ž +c; 
(7) ~ /l1 —x +c; (8) In|e(x) | +c 
(1) tan46° =1.0349; (2) 4342, 025. 
1 
(1) 2; (2) -+ (3) 0; (4) 3; (5) 0; (6) 5; (7) 1; (8) е; 


* (10) e. 

(1) 单调 递减 区 间 为 ( — ®,3); 单调 递增 区 间 为 (3, +o); 
(2) 单调 递减 区 间 为 (0， 亏 ); 单调 递增 区 间 为 ( 方 ，+ % ); 
(3) 单调 递增 区 间 为 ( - om ,1) ;单调 递减 区 间 为 (1, +); 
(4) 单调 递增 区 间 为 (0,1) ;单调 递减 区 间 为 (1, +e). 
(1) 极 小 值 为 1 -1) = -2， 取 极 大 值 为 1) =2; 

(2) BARMEN fle) =e; 

(3) 极 小 值 为 -1) = -3， 取 极 大 值 为 /(1) =3; 

(4) 极 大 值 为 (2) =3，, 极 小 值 为 (3) =0; 


. a=2; 是 极 大 值 ， 极 大 值 为 /( 3 ) =. 
(1) 最 大 值 y( -1) =。， 最 小 值 yY(0) =0; (2) 最 小 值 y( -3) =27, 无 最 大 值 


1 n 





2 


. 
bd 


“(9) 1; 








32. t =1. 66 个 月 . 


33 


о, == Th =1. 1630 ， 最 高 血 药 浓 度 40( e 021 60 –е72351160) 2,28, 9423. 
; ” 


34. t =48. 084min 时 ， 最 大 浓度 值 为 c = 13. 122mg/100ml. 


35 


.长 、 宽 均 为 V2R. 


36. c= WF) 时 ， 最 小 电能 为 20abR( erg). 


37 


. (1) 在 定义 域 ( — оо, + so ) 内 是 目的 ，; 
(2) 在 定义 域 (-o，,-L)U(I, + % ) 内 是 是 的. 
| 2 


38. (1) OKE- oo) [+ +æ), з Ж н 0 [o, +); 拐点 为 (0， 


40 


41. 
42. 


1. 


3 


D. (m) 


(2) 凸 区 间 为 (~-o , -1)， (1, +e), HKRX —1,1); 拐点 为 ( — 1 ,ln2), 
(1,2). ， 
(3) гуч P< [B] 5 ( - 3,0), (3, + ©), Л P< [8] ( —e%, — 3), (0,3); 3 59 Уу 


( -3, - 4). (0,0), (з, 2). | 


(4) DEREX- 5), ， 目 区间 为 (5, +оо); 拐点 为 (5,11)， 


.a=1, b= —3, c= -24, d=16; f(x) = -3x —24х +16. 


. (1) у=0 为 曲线 的 水 平 渐 近 线 ; x = -1、x =5 为 曲线 的 垂直 渐 近 线 ， 
(2) х=0 为 曲线 的 垂直 渐 近 线 ; y =x +2 为 曲线 的 斜 渐 近 线 ， 

(3) y=1 为 曲线 的 水 平 渐 近 线 ; х= ~1、x =1 为 曲线 的 垂直 渐 近 线 ; 
(4) x =0 为 曲线 的 垂直 渐 近 线 ; y =x 为 曲线 的 斜 渐 近 线 . 


AA ER. | ， 
Ы ЕЁ. 
>) = = 
. x 3 4 | 
(1) д +5 +65 (2) g +C; (3) e -2x +C; 
2 + _ 2 í. 
(4) 一 3cosx + С; (5) x + G; (6) 2 +x+C; 、 
(7) tanx —x`+ C; (8) х —cosx + sinx +.С; (9) 2 wx + С; 
3 
(10) 4x-6 /x-S5ln|x<| +C; (11) Z Za +9х +С; 
(12) arcsinx + C; , (13) sinx — cosx + G; (14) tanx — cotx + C. 
l .4 2 5 3 
. (1) 一 С; 2) -= : 一 一 一 一 一 ; 
(1) 2 sin x + G; | (2) s Cos х +С; (3) 201 25у * G; 
2. 3. 1 2 ] + x > | 
(4) 3 (nx) 2 +C; (5) g” (15) +C; (6) Ш |х -3x +8 | + G; 


(7) ZO +1) +C; (8) -让 (3 -2x)? + Ci (9) arctan3x + Ci 


1 


(10) 了 arcsin 5 + C; (11) -In(e- + y1 +e) +c; 
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. (1) —e"(x+1) +C; 





| . n4 
(12) In | secx + V1 +sec’x | +С; (13) +; 


. { 1 . x | ` сох О 
(14) -—In|sinxcoszx | + C; (15) Farcsin —- + С; (16) 一 3 — cotx + G; 





# 


2 
(17) — +C; (18) Pn |x + /2 —3 | +C;(19) ES +C; i 


to ` 


I ‚з | 
(20) -V5 t3 cC; (21) V —4 -2arctan УА + с; _ 


(22) ——©——+с. | -1 


7 xcos2x sin2x 
(2) - > + + +G; 


| 3 2 a К 
(3) X „a вїп2х | xcos2x _ sin2x C; (4) xln(x +1) —2x +2arctanx + G; 


6 4 4 ， 8 ; | 


(5) х (arcsinx)? +2 V1 -2 arcsinx ~2x +C; (6) = [ sin( Inx) +cos(lnx)] +С; 


tı 


^ А ， + = t . 
(7) -一 [ (Inx)? +3 (lnx)? +6lnx +6] +C; (8) tanx * lncosx + tanx -x + G; 
(9) 5 м9 — x° + arcsin 2 +С; (10) 一 xcosx +2xsinx +2совх + G; 
(11) х1?х—2х(шх—1) +С; (12) Š аз — оозда +С. 
. | а - 


. (1) 6 |х-3 | -5In|x -2 | +C; 


(2) 233002 +4х +5) — агсїап(х +2) + C; 








x 3 2 | — > _ 
(3) 了 一 +9x—27]n |x +3 | + G; (4) In AF +C; 
(5) -—2cos /x +C; (6) -er +С; 
. 4 — Е 2 2 
(7) сагсаша,) +C; ` | Д (8) aretan) +C: 


(9) 222135,6; 


(10) 9[2225.+30 2; „25 +3<| + C; í К oe, 





(11) 二 [aretanx —®- + 二 nd +°) | +C; (12) +“ Ina 二 +С"; 
(13) xe —2хе* + 2e" + С; ' (145 2(/x- 1)e + С; 
(15) - sing – 2908. С, (16) cosa _ sins с КЕ 
Ьа? | с 

2 
(1) 2x VIA (2) басова – 4а? сова, (3) =i (4) ©. ` 
(5 `0; – ёпа?; sinb2. : tt 


OUP (2) 25 (3) #; WOB. (5) 4л, ,(62(1--); 





т at 


(7) 4+; (8) 车 ;(9) "без (10) 2-4; C) 2, (12у cot— ， 


8. 证 明 ( 略 ). ТООЛ = | 
9. 证 明 ( 略 ). 


10. 


11. 
12. 
13. 


14. 
15. 


16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 


22. 


23. 


24. 
25. 


26. 


27. 
28. 


29. 


1. (1) D=l(z,y) [92 >4( -2 С (2) b=l(z,y) [аа +7 <9); 
(3) Р={(х,у) | у20,х20,а? =y}; (4) D=|(x,y) |а? +y = R°]. 


2. (1) 0; (2) - 


(1) L, (2), 1, (з) REG (4) 29 (5) A (6) 1 


5. Jato к, ; 
kb* ис 
12: | а Оз, О 


= ` — ae 
4 „бе! 


` [+ £ 





2 1 ` 1 . > 7, `. r . = 
Кет кун}, meR， 其 中 及 为 地 球 半径 ， 


1 I ` t ` ` - * N А ' ` =. 
кча paia 7) \ | 











(1) 1; 0.6; (2) 1.0125. 


最 大 值 f(0) =0, 最 小 值 f(4) = _ 32 | 


3 ' i 7 


最 大 值 /(1) =-—, MEO) =0 i 


ll l _1„- | | 
tan 5 + 2 2 ё . :+ | | АСУ 
证 明 ( 上 略 ). 


证 明 ( 略 ). созу, 


1 
6 


arcsin —-. . ИН | CI 


习题 四 o 


F 


А r 
„F .> 1 


+ (3) 2; (4) 25. К i 


3. (1) x +y =1; (2) x= +y; (3) z=k Я, y =k, TCh, ski 为 任意 整数 )， 











дг. 1 д: ‚Ж - 
4. ] — =у + —., — = x — =; ; “ 
( ) дх y y ду у? [| i 
дх y ду у y 
(з) 20. --——‚ Sta, SEQ L. Ë 
x x y у z z 
li 
(4) ы 1 _ 1 ____. | 
ox 1п(х+1пу)(х+ Iny) * ду yln(x + һу) (x + Iny) 
(5) az 1 сов соз — + -2_sin = sin Y , az _ -Z cos — cos FT аа 5 sin 之 ， 
дх y y ” у x ду y y x х y x 


92 _ y=1 
(6) 2 =y (1 +<)”, 





92 (1 +x) (1 +x). 


ду 
f 2 Н 1 
5. (1) /(3,4) => f (3,4) =; 
А л А r: a 
(2) f 4)= -1, 7f,(0, 4) =0. 
Oz əz 2 Əz 
6. (1 =2 — = 2x — — = — ; 
(1) ә y, 20535228 -6бу +1, әу? 12ху; 
+ 
(2) s = —2а? cos2 (ax + Ьу), 23 = —2b°cos2 (ах + Ьу), 
. у? | 
эз = —2abcos2( ах + Бу). 
дхду ( 
7. (1) dz =e*( -dr + ду); (2) dz = 299 —xdy ， 
x | y y се ' 
(3) dz=y2x""! dx +х°(1 + уІпх) ау; (4) d = ут 2090 - уах). 
8. dz =0. 08 
а, | 
9. (1) = ~e е; ‚ 
dz 2tant 1 
2 T = — 4 
(2) dt ¿cost cos28 
dz_ єе(1+х 
(3) dx ` 1 + x2e2 ” 
д2 2и Зи? 
4) —=—In(3u -2 一 -~ 一 一 一 一 
(4) ди у? п(3и 20) 203и — 20) 
2 2 
92 - -2U In (3u — 2) -— 2 
Ov v (Зи – 2v) 
ðZ _ >, ðZ 02 _ ху 
(1) Эл 2x 25 + уе Эр 2xf ' tye., 
22 -2y E + xe”? = -2yf tae”, v 8 
(2) 2w д0, дш дш дш. дш дш әш дш 
{Әх ди l ао’ əy ðu * w’ əz ди ov 
11. 12. св) | Е М 
27° I «Р + ) Е: ‚ r 27 р 
13. (1) < = 2, Әг =—, 
дх xy ду e — xy _ . i 
(2) д2 _3у2 — x д2 _ Зх 一 YY | | ` ` 
Ox z-—3xy' ду“ z—3xy + Š - f 
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Ц 


14. 


15. 


16. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 





(3) — =57 3 эу “Зх 225+ 


OZ 2 д2 _ 2 
4) — = —, — 
(4) Ox YXY+z ду = yx +z) 


(2) Afi -ie вими -1!)=-у% 





(з) A(S, ta, KEAS 3) ==. 


长 、 宽 、 商 都 等 于 ?GR (提示 : 设 长 方 体 长 宽 、 高 分 别 为 *、y.z, 则 拉 格 朗 日 函数 


F(x,y) =хух +À (2 жу +2 -4R), h F, =0, F, =0, Е =0, x +y +Z =4R, 


联 立 解 得 *=y =z= -2А, А = 238). 


13” > 26 


[提示 : F(x,y,2) = (х 1) + (у 1) + (z-1)2 + (z -2)2 + (y 3) + (2-4) + 
A (Зх — 2) ] 


(2.2, S) 


. x= a, t=1. 


3 
Je + угас > J (2 + у?)?ас. 
a) а сууу = f dy Ü Keya + f dy ау) 
(2) Гах о) = f ау Саа + [ ay | Aey) ax: 
сз) ра | yay = f dy aa) aa + [ay асуу 
a) [a dy = fa дауа 


G) f de [roya О) р) 


(3) [a а) 


= 


(1) 1; (2) 21, (3) 76. (4) 14а; (5) 1 -sinl =0. 1585; (6) а. 


(7) 3R (7-3); (8) Эл? 


2) A Н ' 


1. (1) 常 系数 线性 微分 方程 ， 二 阶 ; (2) 不 是 微分 方程 ; 3) 微分 方程 ， 一 阶 ; 


(4) 微分 方程 , 一 阶 ; (5) 常 系数 线性 微分 方程 ， 一 阶 ; (6) 常 系数 线性 微分 方 
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@ — с л + Q N 


. (1) у=е°; 


, А 
. (1) y=% -sins + Сух + С,; 


ЖЕ, АЁ; 
(7) 常 系数 线性 微分 方程 ， 一 阶 ; (8) 微分 方程 ， 二 阶 ; 
(10) 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 ， 二 阶 ; (11) 微分 方程 ， 三 阶 ; 
(12) 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 ， 二 阶 . 
2. (1) 通 解 ; (2) 特 解 ; (G) 通 解 ; (4) 通 解 ; (5) ЭШ; (6) МӨ. 
. (®%). | 


2 
(4) 10° +107 =C; = 5 








(5) у= 3 +--х +2 +, 


(7) lnlny =sinx - 1; (8) cosy = Усова 


(10) cos2y = 2х —2e* + 2е - 5; 


(13) (е —4) =8; (14) у=-—(е* +20); 


(3) у = —Incos(x + С) +С,; (4) 


. (1) у= (С, + С,к)е?"; (2) 


, (6) у=х-1 + Се"*; 


(9) Зу? .+273 =3x +24 +5; 


—_ 


+. 


(2) у =2(1 +e) +С; (3) —— =C (x —1) | 
` І =“ yl 


i 一 
7- — ` А И _ 1 ï з, 
(11) у = віпх; (12) х=52(1+2) 33 


(9) 被 分 方程 ， 二 阶 ; 


L 


(15) у= (я -1 = COsx) 


y = C hx+C,; 


BF: . 
y=e 2 | C eos 


y=(l+3xz)e 2; 


2 


(3) у= Се" + C,e "* ; (4) 
1 > -x 
(5) у= е"; (бу yat»; 
(7) у=2е°; ' (8) х = —e"sin2+, | 
~ 日 — 
> ФА 六 


7 


— 


/5 


— x + C,sin 
| f 


‚ (1) 1{( 轻 ,有 )，( 轻 ,无 ) ，( 中 ;有 )，( 中 ,无 )，( 重 ,有 )，( 重 ,无 )|， 
(2) A= {( 重 ,有 )，( 重 ,无 )} ,B= {( 轻 ,无 )，( 中 ,无 )，( 重 ,无 ) | ; 


(3) 4+B= {( 重 ,有 )，( 重 ,无 ) ，( 轻 ,有 )，( 中 ,有 )，( 重 ,有 ) 1. 


(1) А, (2) AB, (3) АВ +АС + ВС. 


. 0.9; 0.18144; 0.003906; О. ОООООО45 
. 0. 516. 
. 0. 1055. 


О. 3241. 


. 0. 0833, О. 2222. 
.后 选 者 Jerry. 


9. 有 误 ， 总 人 数 =1055 


10. 
11. 


12 
13 
14 


Р(А)/Р(В), 0, 1, Р(В)/Р(А). 
ES. | | 
. (1) 正确 ，(2) EM, G) 不 正确 . 


: (1) 正确 ，(2) 正确 . 


. 0. 902. 


i 





(2) у = xarctanx --у1в(1 жа?) +C,x + G;; 


(5) у=х.' 


Уз]; 


15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20, 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
37. 
38. 
39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 
45. 
46. 








(1) 0.65, (2) 0. 23077 ,-,.(8) 0. 0796: мо, ` - . 





0. 138. Ы r 
0. 94. онаа £ f 7 :. 
3⁄7. £ on ору Pe >à AU c 
О. 8. > 1 -NOO ` w 
0. 5. о ~ 
(1) ZL, (2) ш. | t, ` + 
0. 312. 
О, 92. 1 ' А 
(1) 0.69, (2) №. дк Ta | 
О. 782. a р 1 í] ^ Ü ‚6? ` ‚° 7 f | , 2 : ( А 
(1) 0.6, (2) 0. 92. | ‹ 
О. 559. г 
(1) 0. 785, (2) 0. 3721. £ <a 0O f | 
В =2е/ (1 +a) >а. соу F оов, . A ` 
0. 2200. SETE э ү), _ | 
0. 9222. э D `; f, 
0. 986. 
(1) 0.3, (2) 0.1. + T үт 
w: „\ ШЫ * 
0.0016, 0.0256, 0.1536, 0.4096; 4, 0. 4096. 
(1) 0.2304, (2) 0.0384, (3) 0.6544, (4) 0.1393., a e.. 
0. 0333. еб, 
0. 3935. (оу | 
(1) 0.8641, (2) 0.1359, (33 0.8910. `E = +` !' 
(1) 1.88, 9.44; (2) 约 10 H. a 
О, х <1 „эс a ` 
0.675, 1<x<2 ` ` Е 
. Š ® a e” ы - С + . < ' 
81/40, FO) =40.9, 2<¢ <3 
. | 1 t r 
0.975, 3=x<4 oo 
* U O С ср. ` ‚о, L 
1, | 4=x | | 
c A. t? i 2 t ` а 
О, x <0; 
2, F(x} i= |x. O=x<1;0.4. ' | 
К | +. . 2 2 a бол N ^ t } r 
оч, l% . ! . 
О, О<х; 
` (í) t `r! ' 
х?, О<х <1; Ар, Е 
Е(х) = К ‚ 0.125, 0.245, 0.66. ` 
2 —2х +> 1=x<2; ` ` I 
OML, ' + 2ga. 
1⁄2, і/т, f(x) Li l i i- їс, 
| | 1 жә? | | . 
> ' хла 上 . ! 
11/25, 17/44. ` у ° ¿A a. ба 
' ‚зм ЕК. L Í ' t : 
有 关 人 员 往 返 路 程 最 短 . 
(1) ev, (29 e°, (3) e`. 
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47. 
48. 
49. 
50. 
51. 
52. 
53. 
54. 
55. 
56. 
57. 
58. 
59. 
60. 
61. 
62. 
63. 


1. (1) 40; (2) 6; (3) WË © 
2. (1) 4abcdef; (2) 4abc. 
3. (1) a"+(—1)"'b", (2) ( 1)"'tn+1)! 





(1) 0. 5328, (2) 0.99244, (3) 0.5, (4) 0.9876. бо i 
(1) 0.2119, (2) 0.74353. 
(1) O.1151, (2) 0.2119, (3) 0.673, (4) 1151. 
(1) 0.3779, (2) 0.4325, (3) 0.8413. 
2096 A, 10.48 A. < ! 
452. 9. 
2.6, 1.44, 1.2. | боозу 
-1, 0.3, 7. < 
0.3, 0.2, 0.1. а 
(1) 2/7, (2) O, 0. 322476. ОМ 
2.527658, 0. 477229, 0.804719, 1.333589, 0.521114, 1.310832. ° 
0. 601892. | жб эмн 
О. 923888. . ` "uy 
(1) 0.040059, (2) 0.081143. О, о! 
(1) 6.513 H, (2) 0. 000002194, (3) 4.6138 Н. © | 
(1) В(50,0.1), 7(5); (2) 9.9485 Ж; (3) 3.9499 М. - 
(1) 15 小 时 ，(2) 0. 8066. 
习 题 七 | 
yè О, А + Yi 
Pu + ' 1 


{дс ` re , (g F 
4. D, = || (а-а). а: 
1 y PE B 
5. A=0，2，3 时， 该 方程 组 有 非 零 解 . | ‚ 
6. (1) а=1, b=2, c= -2; (2) a= -3 或 5, b= £9, c=3. 
-1 3 1 5 3 1 i -17 10 10 6 6 
7.010) 1 8 28 2|;(2)|-4 0 -4 0|; (зу| o 40 
3 7 9 13 -1 -3 “3 -5 2 2 6 6 
-5 6 7: 4 6 8 O 
ЭЕ ' Ї 1 
8. (1) | 10 2 -6|; (2) [29]; (3) |6 9 12|; (4) p ,| 
-2 17 10 8 12 16] 
2-11 11 rO 0 i 
о. | Ii J =Í | а 
2 -1112 2 0 0 ку 
. . í G, | | 
10. (АВ)" = [9 2 -1]7 等 式 成 立 . - . : 
[1 0 о Ó 
I 
— 1 О 0 2 О © r 
11. (1) cosa sina (2) |o | | (зу ü | 
I [ sina сова? , о 0 21. o ps 
0 0 1 3 





+ 





12. 


13. 


14. 


15. 
16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
组 无 解 . 


3 5 : 
(4) 2 -3 2 Р { | 
1 1 -1 . . 
НЕ. ， | 
a) ° 2], (5, Ë =] (3) Ие 
B а 7 (o з] 2 | 16[ 
| | | 4 
| - = - 1 Ы | `_ - l . 
_1 2 lu: ‚1 3 -2 
3 5 
(1) 0.25 -2.25 1.5|; (2) | - 寺 -3 -5 | 
0.25 0.75 -0.5: ' r y d 


К(А) =3, R(B) =2. 
a [3 (2,5,1,3)" +2 (10,1,5,10)7 -5 (4,1, -1,1) ']. 


(1) 向 量 组 线性 相关 . 
(2) 向 量 组 线性 无 关 . 


„= x -Sw +2 
2 4 4 
3 7 1 
(1) 无 穷 多 解 ，42 S 2 424” 4，(2) 无 解 ; 
X, = х3 
ха = Xa 
(3) 有 唯一 解 ，x, =1, x, =1, а =2; 
x, = x, | 
x, = —5ху – 4х, 


(4) 无 穷 多 解 ， 


x, =llx, 十 9x4 +2 | 


Ха = Xa 
(1) 基础 解 系 为 ë, = ( -1,1,0,0,0) ， £, = ( -1,0, -1,0,1) (不 只 一 个 ) ; 
1 _2 
11 11 
5 1 
(2) ЖНЖ £ = | р | ё = 11 (不 只 一 个 ). 
1 О 
О 1 
通 解 表示 形式 不 唯一 
7 _ 
x, 3 3 一 了 
“4 | -i 
一 十 一 十 
x, 3 І 3 2 0 
х4 0 l 1 
0 0 


(1) Азё#0, А1 时 有 唯一 解 ; Gi) À =1 方程 组 有 无 穷 多 解 ; Gii) А=0 时 方程 
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22. 


23. 


24. 
25. 





. 0 1 ~ 
(1) A =1， 特 征 向 量 | |, A =2， 特 征 向 量 | l а, 


1 0 i ч. . 
l ! | 
(2) 特征 值 A =4， 特 征 向 量 | 1 - 
r = 1] = > : ¿ 
{ | I ' 
-3 1 2—2 nl 0 "7 ті о ahy . Í 
Ч 
Е-А=| -5 2 -3 [5] 5 2 -3[-—[|0 1 1|, #202, $X, =1, žil 
г f { .. 
1 0 1 -3 1; -24 Loio od” i 
=- с Г 
-1 3 с. TPE үр í I 
a , і і 
manl -i mEn mamma -il arene 
1 12 
、 =: L = i A =. 
WERK. 
ПЕЕ. ИМ 1>. £ ЕЕ 1 ' „+ | 
x ri . ' Y 
; = 
‚1 ` ! 
f . r @ £ 
ё) 
+. ` Куз B: 
.1 ~ : \ ' l=- `= , I {з 
-_ ` 
. li 
. | = 
I ' 、 + ` l = 
l 
üu ' * ' 
| j 
'[ |! lu 
ч . 
Я i и 
r | f | i ， ' 
\ £ ужс 
， | I А ' | 
3 N fy ! 
I у. . ч *® £ Р =Á 





Ë 
附 表 1 泊 松 分 布 P(& =k) ол -* 的 数值 表 


| | er | w 
0. 904837 0. 818781 0. 740818 0. 670320 0. 606531 0. 548812 0. 496585 0. 449329 
0. 090484 0. 163746 0. 222245 0. 268128 0, 303265 0. 329287 0. 347610 0. 359463 
0. 004524 0. 016375 0. 033337 0. 053626 О. 075816 0. 098786 0. 121663 0. 143785 
0. 000151 0; 001092 0. 003334 О. 007150 0. 012636 0. 019757 О. 028388 0. 038343 
0. 000004 0. 000055 0. 000250 О. 000715 О. 001580 0. 002964 0. 004968 0. 007669 

0. 000002 0. 000015 0. 000057 О. 000158 0. 000356 0. 000696 0. 001227 
0. 000001 0. 000004 0. 000013 0. 000036 О. 000081 0. 000164 

О. 000001 0. 000003 0. 000008 О. 000019 

О. 000001 0. 000002 









о — CA SA шо мо — O 




































































































































































































O | 0. 406570 | 0.367879 | 0. 223130 | 0.135335 | 0.082085 | 0.049787 | 0.030197 | 0.018316 
1 | 0.365913 | 0.367879 | 0.334695 | 0.270671 | 0.205212 | 0.149361 | 0.180091 | 0.073263 
2 | 0.164661 | 0.183940 | 0.251021 | 0.270671 | 0.256516 | 0.224042 | 0.184959 | 0.146525 
3 | 0.049398 | 0.061313 | 0.125510 | 0.180447 | 0.213763 | 0.224042 | 0.215785 | 0.195367 
4 | 0.011115 | 0.015328 | 0.047067 | 0.090224 | 0.133602 | 0.168031 | 0.188812 | 0.195367 
5 | 0.002001 | 0.003066 | 0.014120 | 0.036089 | 0.066801 | 0.100819 | 0.132169 | 0.156293 
-6 | 0.000300 | 0. 000511 | 0.003530 | 0.012030 | 0. 027834 | 0. 050409 | 0.077098 | 0, 104196 
7 | 0.000039 | 0.000073 | 0.000756 | 0.003437 | 0.009941 | 0.021604 | 0.038549 | 0.059540 
8 | 0.000004 | 0.000009 | 0.000142 | 0.000859 | 0.003106 | 0.008102 | 0.016865 | 0. 029770 
9 0.000001 | 0.000024 | 0.000191 | 0. 000863 | 0. 002701 | 0.006559 | 0.013231 
10 0.000004 | 0. 000038 | 0. 000216 | 0.000810 | 0. 002296 | 0.005292 
11 0. 000007 | 0.000049 | 0.000221 | 0.000730 | 0.001925 
12 0.000001 | 0.000010 | 0.000055 | 0.000213 | 0.000642 
13 0.000002 | 0.000013 | 0.000057 | 0.000197 
14 0.000003 | 0.000014 | 0.000056 
15 0.000001 |. 0. 000003 | 0. 000015 
16 一 0. 000001 | 0. 000004 
17 一 — |0.000001 































































































































0. 500000 0.691463 | 1. 00 | 0.841345 || 1.50 | 0.933193 0. 993790 

. 0. 519939 0.708840 || 1. 05 | 0.853141 || 1. 55 | 0. 939429 0. 979818 0. 994614 
0. 10 | 0. 539828 0. 725747 || 1.10 | 0.864334 || 1.60 | 0. 945201 0. 982136 0. 995339 
0. 15 | 0. 559618. 0. 742154 || 1. 15 | 0. 874928 || 1. 65 | 0. 950528 0. 984222 0. 995975 
0. 20 | 0. 579260 0. 758036 || 1. 20 | 0. 884930 || 1. 70 | 0. 955434 О. 986097 0. 996533 
0. 25 | 0. 598706 0. 773373 || 1. 25 | 0. 894350 || 1.75 | 0. 959941 0. 987776 0. 997020 
О. 30 | 0. 617911 0. 788145 | 1. 30 | 0. 903200 || 1. 80 | 0. 964070 0. 989276 0, 997445 
О. 35 | 0. 636831 0. 802338 || 1.35 | 0.911492 || 1.85 | 0. 967843 0. 990613 0. 997814 
0.40 | 0. 655422 0. 815940 | 1. 40 | 0. 919243 || 1. 90 | 0. 971283 0. 991802 0. 988134 
0. 45 | 0. 673645 0. 828944 || 1. 0. 926471 || 1. 0. 974412 0. 992857 0. 988411 






0. 998650 
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